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Capitulo 1

Repaso

1.1. Ecuaciones de primer grado

Ejemplo 1:
br—2 =8
or =842
or =10
¥
r =2
Ejemplo 2:

4r+10=1—- 2z

Ejemplo 3:
r+ 3w =3

(32 + 32 =3)6
3z +8x =18

11z =18



Ejemplo 4:

Ejemplo 5: 222 +1) — (z —2) =1

&3
=)
Ejercicio 1.1:
Resuelve la siguiente ecuacién de primer grado.

42 rz—8 __
a) H- - =3



1.2. Ecuaciones de segundo grado

1.2.1. Solucién por Formula General

T = —b+vb%2—4ac
- 2a
Discriminante

b?> — 4ac > 0 Dos soluciones reales diferentes

b?> — 4ac = 0 Tiene dos soluciones reales iguales

b* — 4ac < 0 Las soluciones son complejas, no reales

Ejemplo 1: Resolver por férmula general.

22— 92 —112=0

2a
a=1 b=-9 c=-112
Discriminante b* — 4ac = (—9)? — 4(1)(—112)

=81 — 4(—112)
=81+4-448

529 > (0 Tiene 2 soluciones reales
—(—9)£4/(—9)2—4(1)(-112)

= 2(D)
9+4/81—4(—112)
r= —————-
2
r = 9+4+/81F448
- 2
__ 9+/529
r= "5
_ 9423
T = =5
_ 9+23 _ 32
©n===/ z=%5
T = 16

N my = 5B



€3
g==

Ejercicios 1.2Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado

a) 22+ 9z —112=0

b) 22 — 18z 4+ 81 =0

c) 22 —=3x—10=0



Capitulo 2

Unidad 1 - Elementos de Trigonometria

2.1. Razones Trigonométricas Directas y Reciprocas refe-
ridas a un angulo agudo.

Un tridngulo rectangulo, es aquel que tiene un angulo interior recto; el lado opuesto al
angulo recto se llama hipotenusa del triangulo. Los dos angulos restantes son angulos agudos
complementarios, y a los lados opuestos a estos dangulos se les llaman catetos del tridangulo.

Comunmente se distinguen los dngulos del tridngulo con letras mayusculas. Los lados del
triangulo se distinguen con letras mintsculas correspondientes a la letra del angulo opuesto al lado.

Razon: La razéon de un ntimero p con otro niimero ¢ distinto de cero, es la relacion que existe
entre estos dos nimeros.

Razones Trigonométricas: Son las razones que existen entre las longitudes de dos de los
lados de un triangulo rectangulo y cambian al variar el &ngulo de que se trate, es decir las razones
dependen del dngulo agudo correpondiente.

Las seis razones trigonométricas posibles que se pueden determinar para cualquiera de los angu-
los agudos de un triangulo rectangulo, son: seno, coseno, tangente, cotangente, secante y
cosecante y se expresan en forma abreviada como: sen, cos, tan, cot sec y csc respectivamente.

El seno,coseno y tangente se conocen como razones trigonométricas directas mientras que
la cosecante, secante y cotangente, se conocen como razones trigonométricas reciprocas.



co h | 2 h a ¢
3]
ca co c b
seno = seno A= seno B=
coseno = coseno A= coseno B=
tangente 0= tangente A= tangente B=
cotangente 0= cotangente A= cotangente B=
secante 0= secante A= secante B=
cosecante 0= cosecante A= cosecante B=
&5
=2

Ejercicio 2.1:

1. Indica en los siguientes tridngulos rectangulos la hipotenusa (h), el cateto opuesto (co) y el
cateto adyacente (ca), respecto al dangulo agudo indicado y las identidades trigonométricas

correspondientes.
p
I
p s
a) Cco—= ca= h=
Sen P= Cos P= Tan P=
Csc P= Sec P= Cot P=

10



Csc M=

Sen A=

Csc A=

Sen S=

Csc S=

ca=—

Cos M=

Sec M=

ca=—

Cos A=

Sec A=

ca=—

Cos S=

Sec S=

11

Tan M=

Cot M=

Tan A=

Cot A=

Tan S=

Cot S=



e) ca= h=

Sen R= Cos R= Tan R=
Csc R= Sec R= Cot R=
q w
Q
Z
) co= ca= h=
Sen Q= Cos Q= Tan Q=
Cos Q= Sec Q= Cot Q=
2 a
A
b
9) co= ca= h=
Sen A= Cos A= Tan A=
Csc A= Sec A= Cot A=

12



b
a
C
h) co= ca= h=
Sen C= Cos C= Tan C=
Csc C= Sec C= Cot C=

2. Considerando la figura y la informacién que se te proporciona, determina las razones trigo-
nométricas de los dngulos A y B si los lados del triangulo son:

B

a C

C b A

a=6m b=8m ¢=10m

Sen A= Cos A= Tan A=
a)

Csc A= Sec A= Cot A=

Sen B= Cos B= Tan B=

Csc B= Sec B= Cot B=

13



Csc A=

Sen B=

Csc B=

Csc A=

Sen B=

Csc B=

b=4cm

Cos A=

Sec A=

Cos B=

Sec B=

b=12cm

Cos A=

Sec A=

Cos B=

Sec B=

14

c=5cm

Tan A=

Cot A=

Tan B=

Cot B=

c=15cm

Tan A=

Cot A=

Tan B=

Cot B=



a C

C b A

a=Hcm b=7cm c=+/Tdem
Sen A= Cos A= Tan A=

d)

Csc A= Sec A= Cot A=
Sen B= Cos B= Tan B=
Csc B= Sec B= Cot B=

2.2. Razones trigonométricas de los angulos de 45°, 30° y
60°.

Para determinar las medidas de las seis razones trigonométricas para un angulo de 45°, si traza-
mos el dibujo de un cuadrado de lado 1, y trazamos su diagonal obtenemos un triangulo rectangulo
con un angulo agudo de 45°. Como el otro angulo agudo es complementario a 45°, lo que hace de
este tridngulo un tridngulo isésceles (que tiene dos lados iguales), por lo tanto los dos catetos del
tridngulo miden 1 unidad de longitud.

45°

1

Para determinar la medida de la hipotenusa utilizamos el teorema de pitagoras.

Cco=

15



Para determinar las medidas de las seis razones trigonométricas para los angulos de 30° y de 60°.

Para tener un triangulo con angulos de 30° y 60°, se necesita empezar con un triangulo equilate-
ro (que tiene todos los lados iguales) en donde cada lado mide 2 unidades de longitud.

60°

Las medianas de uno de los vértices a el lado opuesto separa el triangulo en dos triangulos
rectangulos con los angulos agudos que se desean tener. La longitud de la altura del tridngulo se
puede determinar con el teorema de pitagoras.

co= 30 co=
2 ca= 2 ca=
h= h=

60
1 1

Los valores de las razones trigonométricas en los angulos de 45°, 30° y 60° son:

Razoén 30° 45° 60°

seno =

coseno 0=

tangente 0=

cotangente 0=

secante 0=

cosecante 0=

16



&3
=0

Ejercicio 2.2:

1. Determina las seis razones trigonométricas correspondientes a los angulos agudos senalados,
y las medidas de los angulos del triangulo.

A
3
M
6
co= ca= h=
a)

Sen M= Cos M= Tan M= A=
Csc M= Sec M= Cot M= LM =

6 4 P
Q;

co= ca—= h=
b
) Sen P= Cos P= Tan P= LP =
Csc P= Sec P= Cot P= Z0Q =

17



Sen A=

Csc A=

10

CO=

Sen B=

Csc B=

ca=

Cos A=

Sec A=

ca=—

Cos B=

Sec B=

18

Tan A=

Cot A=

Tan B=

Cot B=

LA =

4B =

LA =

4B =



R
24 N8
E “Q
CcCOo=

Sen Q=

Csc Q=

CO=

Sen S=

Csc S=

ca=—

Cos Q=

Sec Q=

ca=—

Cos S=

Sec S=

Tan Q=

Cot Q=

Tan S=

Cot S=

19

/Q =

ZR =

S =

LT =



50

CO=

Sen A=

Csc A=

CO=

Sen M=

Csc M=

64

ca=

Cos A=

Sec A=

ca=—

Cos M=

Sec M=

20

Tan A=

Cot A=

Tan M=

Cot M=

LA =

L0 =

LM =

ZN =



2. Determina la longitud del lado faltante y las seis razones trigonométricas de los dngulos A y
B.

c

b A

a) Sen A:‘gl
Sen A= Cos A= Tan A=
Csc A= Sec A= Cot A=
Sen B= Cos B= Tan B=
Csc B= Sec B= Cot B=

c

b A

b) Cot A=2
Sen A= Cos A= Tan A=
Csc A= Sec A= Cot A=
Sen B= Cos B= Tan B=
Csc B= Sec B= Cot B=

21



¢) Cos B=3
Sen A= Cos A= Tan A=
Csc A= Sec A= Cot A=
Sen B= Cos B= Tan B=
Csc B= Sec B= Cot B=

c

b A

d) Csc B=%
Sen A= Cos A= Tan A=
Csc A= Sec A= Cot A=
Sen B= Cos B= Tan B=
Csc B= Sec B= Cot B=

22



b A

¢) Tan A=2
Sen A= Cos A= Tan A=
Csc A= Sec A= Cot A=
Sen B= Cos B= Tan B=
Csc B= Sec B= Cot B=

3. Considerando la figura:

a) a= 12cm y b= 8cm, Determina las medidas de ¢, A y B.

b) a= 25m y b= 10m, Determina las medidas de ¢, A y B.



¢) b= 15c¢m y ¢= 20cm, Determina las medidas de a, A y B.

d) a= 34.16m y b= 47.39m, Determina las medidas de ¢, A y B.

e) a= 24.5cm y b= 34.8cm, Determina las medidas de ¢, A y B.

24



f) a= 48u y c= b4u, Determina las medidas de b, A y B.

g) a= 33uy c= 40u, Determina las medidas de b, A y B.

h) b= 224cm y c=325cm, Determina las medidas de a, A y B.

25



i) a= 12cm, B = 42°, Determina las medidas de b, ¢ y A.

j) c= 45cm y A = 35°, Determina las medidas de a, b, y B.

k) c= 74.5cm y A = 35°, Determina las medidas de a, b, y B.

26



) a= 12m, B = 42°, Determina las medidas de b, ¢ y A.

m) a= 1.4m, B = 37°, Determina las medidas de b, c y A.

n) a= 22cm, B = 22°, Determina las medidas de b, ¢ y A.

27



n) b= 20cm, A = 32.25° Determina las medidas de a, c y B.

0) ¢= 12m, B = 40°, Determina las medidas de a, by A.

p) c¢= 45m, A = 35°, Determina las medidas de a, b y B.

28



q) c= 30.95cm, B = 40.05°, Determina las medidas de a, b y A.

r) a= 17cm, A = 39.43°, Determina las medidas de b, ¢ y B.

s) b= 47m, B = 54.05°, Determina las medidas de a, ¢ y A.

29



t) a= 37.16m, B = 29.23°, Determina las medidas de b, ¢ y A.

u) b= 34.17cm, A = 31.35°, Determina las medidas de a, ¢ y B.

v) c¢= 37.14m, A = 13.2°, Determina las medidas de a, b y B.

30



w) c¢= 10.34m, B = 14.5°, Determina las medidas de a, b y A.

2.3. Angulo de elevacion y angulo de depresion.

El angulo formado por la horizontal y el objeto que se sitia por arriba de la horizontal, se
llama angulo de elevacion.

El angulo formado por la horizontal y el objeto que se sitia por debajo de la horizontal se
llama angulo de depresion.

P
-
g
~
-

~ “Nangulo de elevacion )
@ horizontal
™~ «angulo de depresion
~
~
-

~
~

&
o
Ejercicio 2.3:

1. Determina la altura de un edificio si a 50m de su base se coloca una persona que observa su
punto mas alto con un angulo de elevacién de 40.5°.

31



2. Desde un barco se ve un faro con un angulo de elevacion de 12.25°. Se sabe que el faro tiene
50 metros de altura sobre el nivel del mar. Determina la distancia del barco al faro.

)]
N 2 259? L~ =00

3. Determina la altura (h) del tridngulo representado en la figura.

h 16m
40.5°

4. Desde la parte superior de una casa el angulo de depresién de cierto punto en el suelo es de
25 el punto estd a 35 metros de base. ;Qué tan alta es la casa?

32



5. Desde lo alto de un faro cuya altura sobre el nivel del mar es de 40 metros, se observa un
barco con un angulo de depresion de 15°. ;A qué distancia del faro esta la embarcacion?

6. La escalera de un carro de bomberos tiene una longitud maxima de 20m y su angulo de
elevacion es de 707, si la parte inferior de dicha escalera esta sobre el carro a una altura de
2m. ;Cual sera la altura maxima que alcanza la escalera desde el suelo?.

20
(]

70

IE

7. Una escalera de 10m de longitud esta recargada sobre un edificio y alcanza una altura de
8m, determina la medida del angulo que se forma entre la escalera y el piso.

10m
8m

33



8. Un arbol proyecta una sombra a cierta hora del dia de 15m formando un angulo de 50°.
.Cual es la altura del arbol?

50
15m

2.4. ldentidades Trigonométricas Fundamentales

Las identidades trigonométricas de un angulo agudo en un tridngulo rectangulo son:

Senez% COS@Z% Tan@zg
Csc@zc—’f) Sec@z% Cot 0 = &

Como las longitudes de los lados de un tridngulo son nimeros reales positivos, las medidas de
las seis identidades trigonométricas son positivos para todo angulo agudo #. Ademas, la hipotenusa
es siempre mayor que el cateto adyacente o el opuesto y por tanto sen 01, cos 01, csc 01y sec 61
para todo angulo agudo 6.

Observa que:
_co —h
sen 0 =2y csc 0= -

sen 0y csc 0 son reciprocas entre si, del mismo modo cos € y sec 6 son reciprocas entre si,
como lo son tan 0y cot 6.

Sen § = —1 Cos = —1 Tan 6 =

csc 0 sec 0 cot 0

Identidades reciprocas fundamentales:

Csc § = Sec 0 = 19 Cot@zﬁ

sen 0 cos

Identidades Tangente y Cotangente:

Tan § = 20 Cot = =6

cos 0 sen 6
Identidades Pitagoricas:

sen? 0+ cos? 0 =1 14 tan? 0 = sec® 0 1+ cot? 0 = csc® 0

34



&
=1
Ejercicio 2.4: Demuestra las siguientes identidades trigonométricas.

cos 0 __

i =sen 0
tan 0 _ oo 0
sen 0

sen 6 cos 0 __
3 csc@+5609_1

35



4 sec 0

tan O+cot 6 = sen 0

5. tan 0 -cos 0-csc 0 =1

l1—sen 6 _  cos 0
6
cos 8§ ~ 1+sen 0

36



7.

9.

tan O—sen 6 __  sec 6

sen3 0 " 1+cos 6
tan® 0+1
tan O-csc? 0 tan 0
sen 6 __ 1—cos 0
14+cos 0 ~  sen 0

37



10. (sec 6 +tan 0)(1 — sen 0) = cos 0

11, ten Otcos 0 — gor 0 4 cot 6O

sen 0

2.5. Resolucion de Triangulos Oblicuangulo

En el caso de los triangulos oblicuangulos se pueden resolver cuando se conocen 3 de sus ele-
mentos. Existen los siguientes casos de resolucién de triangulos oblicudngulos.

a) Cuando se conocen la longitud de un lado y las medidas de 2 angulos.
b) Cuando se conocen la longitud de dos lados y la medida del 4ngulo comprendido entre ellos.

c¢) Cuando se conocen las longitudes de sus tres lados.

38



2.5.1. Ley de Senos

a b c

Seno A = seno B = SenoC

PN

B S A

Se utiliza en el caso:

a) Cuando se conoce la longitud de un lado y las medidas de 2 dngulos.

&3
0
Ejercicio 2.5:

1. Considerando la figura, determina las medidas que se te piden, utilizando para ello la ley de
senos cuando se conocen la longitud de un lado y las medidas de 2 de sus angulos.

a) a=14m, A= 20° y B= 35°, Determina las medidas de a, ¢ y C.

PN
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b) a=45cm, A= 66° y C= 75°, Determina las medidas de b, ¢ y B.

¢) a=5cm, B= 75% y C= 41°, Determina las medidas de b, ¢ y A.
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d) b=50cm, A= 45° y B= 65°, Determina las medidas de a, ¢ y C.

e) b=6lcm, A= 29° y B= 45°, Determina las medidas de a, ¢y C.
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f) ¢= 12cm, A= 60° y B = 70°, Determina las medidas de a, by C.

g) ¢= 60cm, A= 80°25 y B = 35°43', Determina las medidas de a, b y C.
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h) c¢= 20m, A= 55° y B = 65°, Determina las medidas de a, by C.

i) b=bm, A= 41° y C= 75° Determina las medidas de a, ¢ y B.
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j) b=50cm, A= 57° y C= 78°, Determina las medidas de a, c y B.

k) a=18cm, A= 38°20' y B= 75°13, Determina las medidas de b, ¢ y C.
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) b=82cm, B= 51°42" y C= 109°17, Determina las medidas de a, c y A.

m) c¢=24m, A= 83°39 y B= 38°56’, Determina las medidas de a, ¢ y C.
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n) b=67cm, A= 26°10’ y C= 44°35, Determina las medidas de a, ¢ y B.

n) ¢=bm, B= 98°81> y C= 21°51", Determina las medidas de a, b y A.
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2. Considerando la figura, determina las medidas que se te piden, utilizando para ello la ley
de senos cuando se conocen la longitud de dos de sus lados y las medida de el angulo
correspondiente a uno de los lados conocidos.

a) a= 8cm, b= 12cm y B = 65°, Determina las medidas de ¢, A y C.

PN

b) a= 6cm, b= 4cm y A = 63°50°, Determina las medidas de ¢, By C.
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¢) b= T4m, c= 64m y C' = 27°18", Determina las medidas de a, A y B.

d) a= 4.25m, c= 4.53m y C' = 37.9°, Determina las medidas de b, A y C.
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2.5.2. Ley de los Cosenos

La ley de los cosenos senala que “el cuadrado de la longitud de uno de los lados de un triangulo,
es igual a la suma de las longitudes de los cuadrados de los otros dos lados, menos el doble producto
de las longitudes de dichos lados, por el coseno del dangulo que queda comprendido entre ellos”.

Si se toma como referencia la figura siguiente la expresién matematica de la ley de los cosenos es:

A c

Triangulo oblicudngulo con la
altura correspondiente al

Tridngulo acutangulo con la
altura correspondiente al

lado b. lado b.
2_32_ 2 2_,.2_ 2 2_ .2 32
a“—b"—c b*—a“—c c“—a“=b
Coseno A= “obe Coseno B= “Yac Coseno C= “oab
a=1/b2 + ¢ — 2bc.(cosenoA) b=y/a2 + 2 — 2ac.(cosenoB) c=v/a2 + b2 — 2ab.(cosenoC)

Se utiliza en el caso:
b) Cuando se conocen la longitud de dos lados y la medida del 4ngulo comprendido entre ellos.

c¢) Cuando se conocen las longitudes de sus tres lados.

&3

Ejercicio 2.6:

1. Considerando la figura, determina las medidas que se te piden, utilizando para ello la ley
de los cosenos cuando se conocen la longitud de dos de sus lados y las medida del dngulo
comprendido.

a) a= 15m, c= 12m y B = 110°, Determina las medidas de b, A y C.

PN
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b) a= 15m, c= 20m y B = 58°, Determina las medidas de b, A y C.

¢) a= l4em, c= 18cm y B = 41°, Determina las medidas de b, A y C.
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d) a= 35cm, c= 50cm y B = 78° Determina las medidas de b, A y C.

e) b= 6m, c= 10m y A = 68°18’, Determina las medidas de a, By C.
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f) b= 15cm, c= 10cm y A = 120°, Determina las medidas de a, By C.

g) b= 40cm, c= 24.8cm y A = 98°, Determina las medidas de a, By C.
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h) a= 60m, b= 50m y C' = 78°28, Determina las medidas de ¢, A y B.

i) a= 4cm, b= Tem y C' = 130°, Determina las medidas de ¢, A y B.
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j) a= llcm, b= 2lcm y C' = 97°50', Determina las medidas de ¢, A y B.

2. Considerando la figura, determina las medidas que se te piden, utilizando para ello la ley de
los cosenos cuando se conocen la longitud de sus lados.

a) a= 34cm, b= 40cm y c¢= 28cm. Determina los angulos A, By C.

PN
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b) a= 12m, b= 25m y c= 20m. Determina los angulos A, B y C.

¢) a= 10cm, b= 14cm y c= 16cm, Determina los éngulos A, B y C.
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d) a= 12m, b= 16m y c= 10m, Determina los angulos A, By C.

e) a= 40m, b= 19m y c¢= 23m, Determina los dngulos A, By C.
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f) a= 33cm, b= 46.25cm y c¢= 51.47cm, Determina los dngulos A, B y C.

g) a= 13cm, b= 4cm y ¢= 15¢m, Determina los éngulos A, By C.
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3. Dos cables sujetan un globo, el cual alcanza una altura de 75m, si uno de los cables forma
un angulo de 70° y el otro cable forma un angulo de 65° con respecto al suelo.; Cuanto mide

cada cable?

1
1
70° | 65

o

4. En un espectdculo aéreo 2 reflectores (A y B) separados entre si por una distancia de 3km
iluminan a un avién. Los dngulos que forman los reflectores con el piso son como se muestra
en la ilustracion. ;A que distancia esta el avion de cada reflector?

o
?E,_
B

=

Al 3 km I'e
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5. Un faro mar adentro esta a 2 kilémetros de la estacion de la guardia costera C a 2.5 kilémetros
de un hospital H cercano a la costa. Si el angulo formado por el haz de luz emitido desde el
faro hacia C y H mide 143°. ;Cudl es la distancia CH, en la linea recta entre la estacion de
la guardia costera y el hospital? Construye la figura.
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Capitulo 3

UNIDAD 2 - Elementos basicos de
Geometria Analitica

3.1. EIl punto en el plano cartesiano

3.1.1. Representacion de puntos en el plano de coordenadas rectangu-
lares.
Definicién: El sistema de ejes cartesianos o rectangulares esta formado por dos ejes reales per-

pendiculares entre si, llamados ejes de coordenadas, uno es horizontal llamado eje de las abscisas
y el otro es vertical denominado eje de las ordenadas, que se cortan en un punto llamado origen (O).

En el sistema de coordenadas rectangulares a un punto P en el plano se le asocian dos valores

denominados coordenadas del punto (x,y). El primer valor x llamado abscisa siempre se localiza
en el eje horizontal y el segundo valor y llamado ordenada en el eje vertical.

Cuadrantes

3

(-#) ; (+4)

9
o

(*)

3.1.2. Sistemas de Coordenadas Polares

Definicién: Existe un sistema de referencia denominado Plano Polar, el cual consiste en una
semi-recta denominada Eje Polar que inicia en un punto llamado Origen o Polo (O).

Para ubicar un punto P en el plano polar se considera la distancia del punto P al polo (O) y
el angulo que forma el eje polar con el segmento o radio OP.
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Por lo que las coordenadas del punto se definen con los valores del radio y el angulo que se
forma: P(r,0)

£

3.2. Relacién entre Coordenadas Rectangulares y Coorde-
nadas Polares

Si al sobreponer los ejes del plano cartesiano con los ejes del plano polar, haciendo coincidir
sus origenes.

Se observa que:

1. P tiene coordenadas rectangulares tanto en las abscisa como en las ordenadas, en (z,y) y
también le corresponde un radio y un angulo es decir en (r,0)

2. El radio r coincide con la hipotenusa del tridngulo formado por los puntos (z,y), (x,0) y (0,0)

3. Los lados del tridngulo miden r, x y y respectivamente

4. La tangente Tanf) = < corresponde a Tanf = ¢

5. Al aplicar el teorema de Pitagoras se obtiene el radio

L1

o
X
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Ejemplo 1: En una pelicula de accion, el héroe al pilotear un avién, visualiza en el radar la
ubicacién de misiles que estan por destruirlo, ésta es la representacion de un punto en el plano
polar,a partir de radios y un angulo donde se encuentre. ; Que misil esta mas cerca de impactar al
héroe, si sus coordenadas polares, en el radar son (5,140°), (4,160°), (3,180°)7

Ejemplo 2: Espiral de Arquimedes, traza la grafica de la ecuacion polar » = 0 para 6 > 0.

Al localizar en el mismo plano polar los puntos de la forma (r,0) donde r es el radio y 6 el
angulo en radianes. Cuando ¢ aumenta, r aumenta con la misma rapidez, la grafica contiene los

puntos: (0,0), (%,%), (%,%), (%’31>, (7T77T)7 (%7%)7 (37”73771—)7 (%7%)7 (27T727T)7 (%7%>7 (57”’57”)7

-3
3
S
3

(1}7”, I}T”), (3, 37), (1‘%”, 1%“),(7, %), al unir los puntos obtendrds el bosquejo de la espiral de
Arquimedes.
7 L=
O=1ix 0=z 2 PN %”
£7/9
= AEEREEE R

”

La espiral se enrolla alrededor del origen hacia afuera del polo en sentido contrario al de las
manecillas del reloj, cruzando el eje polar en 0, 27, 47, etc.
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A Arquimedes (287 - 212 a. de J.C.) se le considera como el mas grande de los matemadticos de
la antigiiedad y como uno de los tres o cuatro mas grandes de todos los tiempos. Fue el primero en
determinar el volumen de una region esférica. Hizo un calculo muy aproximado de 7. Los métodos
que desarrollo para resolver problemas referentes a areas y volimenes lo colocaron muchos siglos
por delante de su tiempo. Podia calcular el drea de regiones limitadas por curvas muy complicadas.

A diferencia de la mayoria de los matematicos griegos, Arquimedes se intereso en las aplica-
ciones de la matematica. Dice una leyenda que cuando los romanos atacaban su ciudad natal en
Siracusa, en Sicilia, el jugo un papel importante en la defensa de la ciudad, aterrorizando a los in-
vasores con armas que el mismo inventaba. Se dice que bombardeo los barcos romanos con grandes
piedras, lanzadas con las catapultas mas grandes que jamas se habian visto. También se dice que
incendio la flota romana, utilizando espejos para concentrar los rayos del sol sobre los barcos. Al
convertirse el ataque en sitio, Arquimedes no pudo servir méas de ayuda y volvié a su estudio y a
sus trabajos de matematicas.

Muri6 en su trabajo. Cuando los romanos finalmente capturaron a Siracusa, un soldado lo en-
contrd en su casa dibujando figuras geométricas en la arena del piso. “No estropee mis circulos”,
dijo Arquimedes. Estas resultaron ser sus ultimas palabras. El general romano habia dado ordenes
de que no debia hacerse dano a Arquimedes, pero nadie sabe si el soldado conocia o sabia quien
era su victima.

&)

Ejercicio 3.1:

1. Submarino. En el siguiente radar se encuentran submarinos que hay hundir. ; Que coordena-
das polares tiene cada uno de ellos?. Marca con color la circunferencia que pase por el centro
del submarino y marca con color la linea del angulo que pasa por el centro de cada uno e

indica sus coordenadas.
A( ,

EC
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siguiente mapa lo puntos estan indicados en coordenadas rectangulares o car-

tesianas, tomando como base las abscisas y las ordenadas, el punto (—3, 3) representa a Durango,

Ejemplo 1En el

(9, —6) lo que facilita su ubicacién.

(2, —5), Chiapas

Guerrero

Y

Nuevo Leon (2, 3)

|II_II.IVMIHII_III_II.II_III_II_III_II
B! Rt 5 i e A et N iy it B
[P by RO OB T O

bt Bt % i e ol e Ttk i Pt ikt

Puntos en el mapa. Los siguientes puntos estan indicados en coordenadas rec-

tangulares o cartesianas, responde lo que se te solicita

3.2

,Jercicio

E

1. Senala las coordenadas cartesianas o rectangulares que les corresponden en el mapa, de los

lugares que se te solicitan
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2. Senala las coordenadas cartesianas o rectangulares que les corresponden en el mapa, de los

lugares que se te solicitan

—~
=
Q
D)
iS]
N~—
g <
S
S E
SR
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~
L T
=
=
o ®
+
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= 5
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< O

Y

f) Zocalo(

Torre Latinomericana(

)

j) Hipédromo de las Americas(

Y

h) El pantalon(

Y

Zoologico de Chapultepec(
i) Palacio de los Deportes(

IZIATALARA

P

ﬂwn \ ..
i u :

CHIMILCD

)

X
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3.3. Obtencion analitica de los elementos asociados a un
segmento en el plano cartesiano

3.3.1. Longitud de un segmento
d=+/(z2 —21)? + (v — 11)?

Utilizando el teorema de pitadgoras tenemos que:
cateto® + cateto® = hipotenusa®

(29 — -731)2 + (y2 — y1)? = d?

d=/(x2 — 1) + (y2 — 11)?

Ejemplo 1:Determina la distancia entre los puntos A(—2,—3) y B(1,0)
Se trazan los puntos en el plano y se indica cada coordenada con z y y segin corresponda:

T1 U1 T2
A(=2, =3) v B(1,

vvvvvvvvvvvvv
|||||||||||||
__________________________________

113112 141 110 1-8 (8 17 (-6 15 1-41-3 12 1-4,[0 1112 131416 18 |
pEE 2 S 2 2

LR A

|||||
QR Ty S .0 | N S P A P R B
||||||||||||||||
||||||||||||||||||||||||||
———————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Sustituimos los valores en la férmula d = /(x5 — 21)% + (y2 — y1)? y tenemos:

d=y/I= 2P+ 0= (3P

d=+/(1+2)2+(0+3)2

d= /(32 + (3)
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tancia entre los puntos
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4.24

d:
d:

La distancia entre los puntos es 4.24

3.3:Determinar la d

,Jercicio

E
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'

S
'
|

70819 (10111 (12 113

c) (5,—12), (0,0)

o o

En el tridngulo formado por los puntos A(2, —1), B(—1,3) y C(—1, —1) calcula el

.
.

Ejemplo 1

7z

perime

tro.

ia de cada lado del tridngulo.

as calculamos la distanc

Graficamos los puntos y por parej

Segmento AB

N To Y2
y B(_ ]-7
Sustituimos los valores en la férmula d

I
A(2,

3)

—1)

y1)? y tenemos:

V(e — 1)+ (2 —

dap =

V(=32 + (B +1)?

dap =

(=3)? + (4)

dap =
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dap =9+ 16
dap = /25
dap =5
Segmento BC
1 N T2 Y2

Sustituimos los valores en la férmula d = \/(zo — 21)% + (y2 — y1)? y tenemos:

dsc = /(-T= (~D) + (-1 - 3)

dpc = /(=14 1)2 + (—4)?

dpc = /(0)? + (—4)?
dpc =0+ 16
dpc = V16
dpc =4
Segmento AC
L1 T2 Y2

Sustituimos los valores en la formula d = /(29 — 21)% + (y2 — y1)? y tenemos:

dac = /(-1 =22+ (=1 — (-1))?

dac = /(—3)2+ (-1 +1)2

dAC’:3

Para calcular el perimetro tenemos que es la suma de las medidas de cada uno de los lados del
triangulo, es decir:

P =dsp+dpc + dac
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5+4+3

P =

P =12u

El perimetro del triangulo es 12 unidades.

ios 3.4

jercicios

E
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a) En el tridngulo formado por los puntos A(2,2), B(7,1) y C(4,4) calcula el perimetro.



b) El perimetro del triangulo A(—1,1), B(5,—7), C(5,1) es
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tro.

1me

’

¢) Demuestra que los puntos A(—3,—2), B(3,—2), y C(0,5) son los vértices de un tridngulo
les y calcula su per

’
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d) Demuestra que los puntos A(—1,0), B(3,0), y C(1,2v/3) son los vértices de un tridngulo

equilatero y calcula su perimetro.
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3.3.2. Angulo de inclinacién

Definicién: El angulo de inclinacion es el angulo positivo, que la recta o el segmento de recta
forma con el eje de las abscisas, este angulo normalmente se simboliza por la letra 6.

El angulo es positivo si se mide en sentido opuesto al movimiento de las manecillas del reloj o
es un angulo negativo si abre en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj.

Para obtener la medida del angulo de inclinacién se obtiene la pendiente del segmento de recta
y posteriormente se obtiene el arco tangente de la pendiente obtenida.

3.3.3. Pendiente

Definiciéon: La pendiente de una recta se define como la tangente del angulo de inclinacién. Una
recta que se inclina a la derecha tiene una pendiente positiva, ya que la inclinaciéon es un angulo
agudo.

Las pendientes de las rectas que se inclinan hacia la izquierda son negativas. La pendiente de
una recta horizontal es cero. Sin embargo, las rectas verticales no tienen pendiente definida.

La pendiente m de una recta que pasa por dos puntos dados Py(x1,41)) ¥ Pa(%2,92) es igual
a la diferencia de las ordenadas dividida entre la diferencia de las abscisas tomadas en el mismo
orden; es decir,

Pendiente m = £2=%4
r2—T1
m = tanb

= tan"'m

0 = Tan™'(2=4)

To—1T1
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de la recta que pasa

2

11acion

lo de incl

’

angu

Determina la pendiente y la medida del

por los puntos A(—4,4) y B(7,—2)

Ejemplo 1

110 111 112 113

S (S e T
[

.
|

de la recta que

’

11acion

lo de incli

angu

’

Encontrar la pendiente y la medida del

pasa por los puntos

3.5

,JErC1C10

E

a) A(—5,4), B(7, —6)
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b) A(3,5), B(6,9)
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c) A(4,5), B(6,7)
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de la recta que pasa por los
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f) Determina las pendientes de los lados del tridngulo cuyos vértices son: A(3, —4), B(—1,7),

O(=5,1)
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Punto medio de un segmento dado por dos puntos en
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Determina el punto medio de la recta formada por los puntos A(7, —2) y B(—3, 10).

Se trazan los puntos en el plano cartesiano y se denominan a las coordenadas para sustituir los

puntos en la férmula de punto medio
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Determina el punto medio de los siguientes segmentos a) (—2,6), (—4, —6)
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b) (—6,12), (12,0)
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c) (0,-7), (3,10)
d) (—4,-1), (2,7)
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f) Determina el punto medio de la recta formada por los puntos A(—2,6) y B(4,—6).

e) (6,5), (8,—5)
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El punto medio de un segmento es P, (1,5) si un extremo es el punto A(—5,3).

Determina las coordenadas del otro extremo B del segmento.
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El extremo B tiene coordenadas B(z3, y2)

a1
A(-5,

Las coordenadas del punto medio corresponden a x y y en este caso x =1, y =5

P(

)
)

T1+T2 Y1+ty2

—5+x9 3+

(
P,(1,5)

P,

1

Al comparar cada coordenada tenemos que:
—5t+wo __
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3ty2 __

= 1 para tener la coordenada de x del

+x2
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Lo que necesitamos ahora es despejar a zo, de =2
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1‘2:7

Despejamos de la misma manera para y, de 3*;’2 =95

5

3ty2 __

2

= 5(2)

3+ 1o

3+y2:10

y2:10—3

Yo =17

7, es decir el punto es B(7,7)

Tyys =

El extremo faltante tiene coordenadas -

<=

3.7

,JErC1C10

E

1. Uno de los extremos de un segmento de recta es A(—3,2) y su punto medio es (3, —1), las

coordenadas del otro extremo son:
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2. Si uno de los extremos de un segmento es A(—2,5) y el punto medio es (2,4) encuentra las
coordenadas del punto B que es el otro extremo del segmento.
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3. Si uno de los extremos de un segmento es A(—1,2) y el punto medio es (5,6) encuentra las
coordenadas del punto B que es el otro extremo del segmento.
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dada

Si P esta entre Py y Ps, el segmento PP y el PP, y el valor de su razén r es positiva y menor
que 1. Sin embargo, si P es un punto sobre el segmento P, P, prolongado hacia P», entonces el

segmento P, P es mayor que PP, y r > 1.

P d

de un segmento a una razén

o »

1vV1sion

D

3.5.

r = +7"(.232 —.Tl)

Y=y +7Y2 —y1)

del segmento cuyos extremos

on

.z

Determina las coordenadas de los puntos de trisecci

son A(—3,—1) y B(1,5)
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3.8

,JErC1C10

E

del segmento cuyos extremos son

<7

1seccion

1. Determina las coordenadas de los puntos de tr

A(—-6,-9) y B(6,9)
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del segmento cuyos extremos son

s

1seccion

2. Determina las coordenadas de los puntos de tr

A(3,—-4) y B(—3,8)
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del segmento cuyos extremos son

s

1seccion

3. Determina las coordenadas de los puntos de tr

A(6,—5) y B(0,7)
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del segmento cuyos extremos son

s

1seccion

4. Determina las coordenadas de los puntos de tr

A(0,—1) y B(6,4)
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5. Las coordenadas del punto P que divide al segmento Q(—5,—3), R(7,6) en la razén T
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6. Determina las coordenadas de un punto P(z,y) que divide al segmento determinado por

A(1,7) y B(6,—3) en la razén r —%
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7. Determina las coordenadas de un punto P(z,y) que divide al segmento determinado por

A(—3,-2) y B(6,7) en la razén r =

Lugares Geométricos en el Plano Cartesiano

3.6.

’

Secciones Conicas

3.6.1.

Definicién: Las conicas son las curvas que se generan al intersectar de cierta manera un cono
circular recto con un plano recto, siendo estas curvas: la circunferencia, la elipse, la parabola y la

hipérbola. Cada una de ellas es la grafica de una ecuacién cuadratica en = y/o y, que se pueden

representar como un caso de la ecuacion general.

Ax? + Boy+ Cy*+ Dz +Ey+F =0

donde A, B y C no son todos cero.

Generatriz
'd

Ecuaciéon de una Recta en su Formula General es Ax+By+C=0

La Parabola es la curva que resulta de intersectar un cono recto circular y un plano paralelo a

la generatriz del cono.
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£\

Ar* + Dx+ Ey+ F =0,donde A# 0y E #0

Ecuacion de la Parabola Vertical
Formula General

Forma Ordinaria

(x —h)* =4p(y — k)

Ecuacion de la Parabola Horizontal
Cy*+Dr+Ey+F=0,donde C #0y D #0

Forma Ordinaria

(y — k)*> =4p(z — h)

La Circunferencia es la curva que resulta de la interseccién de un cono recto circular con un

plano paralelo a la base del cono.

Ecuacion de la Circunferencia en su Formula General
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A2+ Cy*+Dx+Ey+F =0

Con A=C

Ecuacion de la Circunferencia en su forma ordinaria
(x—h)?*+ (y—Fk)>=r?

Una elipse es la curva que resulta de la intersecciéon de un cono circular recto y un plano incli-
nado que no es paralelo a una de las generatrices.

Ecuacion de la Elipse en su Férmula General
A2+ Cy*+Dx+Ey+F =0

Con A # C' con mismo signo

Ecuacién de la Elipse Horizontal

(x=h)* | (y=k)?

(G ) LR Vil

a? b2

o
.

Ecuacion de la Elipse Vertical
(- | w-h? _ |

b2 a?

93



Una Hipérbola es la curva que se obtiene intersecando un cono y un plano, si el plano esta in-
clinado y corta ambas secciones del cono y no pasa por el vértice del mismo.

\/

A

A? +Cy* + Dz +Ey+F =0

Con A y C de signos diferentes

&3
g==

Ejercicio 3.9:Indica en cada una de las ecuaciones la curva a la que corresponde:
R - Recta

P - Parabola
C - Circunferencia
E - Elipse

H - Hiperbola
()bz?+6y—4=0
()3z—6y+1=0
()42 +5y>—62+2=0
() 722 +Ty> —8x+9y =0
()32 =5y —dr+y+4=0
(Y’ +3z—6y+2=0
()52 =5y +3x+2y=0
() 622 4+2y* +3x+2y =0

Definicién: Se denomina Lugar Geométrico al conjunto de puntos en el plano que satisfacen
una condiciéon geométrica.
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i igual

eje y es siempre

tancia desde el

1S

Un punto se mueve de tal manera que su d

Ejemplo 1

<7

a su distancia desde el punto P(4,0). Determinar la ecuacién del lugar geométrico.

1718 19 110 111 112 113

12 13141518

1
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1 valor

ma e

El punto P(x,4) es equidistante de los puntos A(5, —2), B(3,4) Determ

Ejemplo 2

de x
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Un punto se mueve de tal manera que sus distancias a los puntos A(5,—4) y

Ejemplo 3
B(_3? 2)

i6n del lugar geométrico.

i6n

tante. Determina la ecuac
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del lugar geométrico de P(x,y) donde la trayectoria de P

i6n

Determinar la ecuac

estda a 3 unidades de A(2,3).

Ejemplo 4
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3.10

,JErC1C10

E

1. Un punto se mueve de tal manera que sus distancias a los puntos A(—2,3) y B(3,—1) es

del lugar geométrico de dicho punto.

i6n

tante. Determina la ecuac

siempre cons
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2. Determina la ecuacién del lugar geométrico de un punto que esté dos veces mas alejado de A(4,4)
que de B(1,1).
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3. Determina la ecuacion del lugar geométrico de P(x,y) donde la trayectoria de P esta a 5 unidades
del origen.
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-4.

4. La distancia de el punto P(x,y) desde el punto A(4,0) es igual a la distancia desde la recta x
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5. Determina el punto con coordenadas con la forma P(2a,a) que este a 5 unidades del punto R(1,3)
y pertenezca al tercer cuadrante.
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Capitulo 4

UNIDAD 3 - La Recta y su Ecuacion
Cartesiana

Definicién: Se llama linea recta al lugar geométrico de los puntos de tal forma que tomados dos
puntos cualesquiera P;(x1,y1) y Pa(x2,y2), el valor de la pendiente m siempre es la misma.

4.1. Pendiente de una recta conocidos dos puntos

Si se conocen los puntos Pi(x1,y1) v Pa(x2,y2), pertenecientes a la recta [, la pendiente se
determina mediante la formula:

— Y=y
T2—T1

4.2. Ecuaciones de la recta - Conocidos su pendiente y uno
de sus puntos (z,y)

La recta [ pasa por el punto P;(z1,y;) y tiene pendiente m.

Si se conoce el punto P(zq,y;) y un punto del cual no se conocen sus coordenadas P(x,y),
pertenecientes a la recta [, la pendiente se determina mediante la férmula:

Al multiplicar ambos lados de la igualdad por (x — z1) se obtiene:
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y—ylzm(f’?—fﬂl)

6n de la recta dado un punto y su pendiente.

<z

Esta expresion recibe el nombre de ecuaci

Ecuacion general de la recta:

Ar+ By+C =0

3
5

si su pendiente m =

1)

_1,

Que pasa por el punto A(

Ejemplo 1

n

€

omho

m =

-1) vy

Y

1

(

Al sustituir en la férmula tenemos

A

y =y =m(z—x)

onho

y+1=2(x+1)

Multiplicamos por 5 ambos términos para eliminar el denominador

5(y+1) =522 +1))

S5y+1)=3(xz+1)

Desarrollando la ecuacién

Y+5=3r+3

[gualando a cero la ecuaciéon

3c—5y+3-5=0

3r — 5y — 2 = 0 Ecuacion de la recta en su forma general.
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4.1 Grafica y determina la ecuacion
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2. Que pasa por el punto C'(4,6) si su pendiente m
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-3

3. Que pasa por el punto L(6, —3) si su pendiente m
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4. Que pasa por el punto A(4,1) si su pendiente 777
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5. Que pasa por el punto B(3,4) si su pendiente m
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6. Que pasa por el punto C'(—1, —3) si su pendiente 17
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Ecuacion de la recta con dos puntos

4.3.

De la ecuacién de la recta dado un punto y su pendiente.

y =y =m(x— 1)

Si sustituimos la pendiente en la ecuacion de la recta

Y2—Yy1
To—T1

m =

Tenemos
Yy—u

(r —x1)

Y2—Y1
xr2—T1

Esta expresion recibe el nombre de ecuacion de la recta dados dos puntos.

Determina la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(—2,—3) y B(1,0)

Ejemplo 1

T2 Y2
y B(1, 0)
Sustituyendo en la férmula

1 U
2, —3)

(

A

(x —x1)

Y2—Y1
xr2—T1

Yy—4 =

(z = (=2))

(x +2)

__ 043
142

y+3
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y+3=3(z+2)

1(z+2)

y+3

y+3=x+2

Igualando la ecuacién a cero tenemos

T+2-y—3=0

x —1y — 1 =0 Ecuacién en su forma general

io 4.2

,Jercicio

E

(3,—2) y B(1,7).

1. Determina la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A
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2. Determina la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(3,7) y B(5,6).

3. Determina la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(3,0) y B(6,—4).

JEOCS (ST | TR TR SR PO (A O e SO
o

I I N SO S RO SN A
I ! P P T R R el oy (e
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4. Determina la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (1,1) y (=3, 3).
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5. Determina la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (2,6) y (—2,0).
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Ecuacion de una recta en su forma ”pendiente y or-

4.4.

denada al origen”

Si se considera una recta [ cuya pendiente es m y que pasa por el punto B(0,b).
El punto en el que la recta [ intersecta al eje de las ordenadas, se llama ordenada al origen.
Se obtiene la ecuacién de la recta, en su forma de “pendiente - ordenada al origen” es

Sustituyendo las coordenadas del punto B(0,b) en:

y =y =m(x— 1)

y=mx+Db

Determina la pendiente y la ordenada al origen para la recta 3z + 5y —9 =0

Ejemplo 1

La ecuacién que debemos obtener debe ser de la forma y = max + b por lo que es necesario

despejar a y

3r+5y—9=0

—3r+9

=3
5

oY =

9
5

T+

y:

es decir la pendiente de la recta

9
5

T yb=

9
5

De la ecuacién podemos obtener lo siguiente m
y la ordenada al origen es

=3
5

€S
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tes y traza su

iguien

la ordenada al origen de las rectas si
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b)x+y+1=0

131412 111

c)r+y=0

14131412 111
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4.5. Interseccién de dos rectas que se cortan

Sean las rectas [ y [y las que se muestran en la grafica siguiente:

El punto de interseccién P(a,b) estd sobre las rectas l; y lo. Para obtener el punto de intersec-
cion de manera algebraica, se resuelve el sistema de dos ecuaciones lineales que representan a las
rectas.

4.6. Angulo entre dos rectas que se cortan

Las rectas l; y [ tienen pendientes m; y mqy respectivamente y forman el angulo «, como se
muestra en la figura.

El angulo « corresponde a:
Lo = 402 - 461

tana = tan(0y — ;)

tanfs—tanby

1+tanbs-01 my - Mgy 7é _1

tana =

Sustituyendo a las tangentes con los respectivos simbolos se obtiene:

ma—mi

tana = e

mq - Mo 7é —1
El d4ngulo se obtiene al calcular
o= tan_l(m> my - mo # —1

1+mo-m1

Ejemplo 1: Determina el angulo que forman las rectas 2z +3y —1 =0y 3z —by+4 =0,y
obtener las coordenadas del punto donde se intersectan.

De ambas rectas necesitamos obtener la pendiente.
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Recta 1:

20+3y—1=0

Jy=—-2x+1

1
T+ 3

=2
3

y:

Recta 2:

3r—by+4=0

—by=—-3xr—4

_ -3 4
Y= 5T — =5

Traza la grafica

Por la ubicacién de las rectas.

Para determinar el angulo sustituimos en la férmula

>m1-m27é—1

mo—mi
1+mo-m1

o= tan_l(
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Primero comprobamos que el producto de las pendientes se diferente de -1

a = tan~! (—m_f’” )

fay

o
I
~
Q
3
AN

—_
Js\s

N—— @«

o = tan™

H
Hloges
!
Mol 1
=l

(S
e
v

oo
+
ol @

—_
+
—
|
|
—

5
19
a = tan %)
5
_ ~1( 19
a =tan~! 3>
a = 64.65°
a = 64°39'13”

El punto donde se intersectan las rectas se obtiene al resolver el sistema que forman las rectas

2x+3y-1=0
3x-dy+4=0

Acomodando el sistema tenemos

2x+3y=1
3x-5y=-4
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donde se

on
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. Por lo que el punto de intersecci
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las rectas que tienen ecuaciones:
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2x+-3y-7=0
x-y-1=0
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4.7.1.
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Demostrar que los puntos A(6,1), B(5,7), C(—4,3) y D(—3,—3) son los vértices

de un paralelogramo

Ejemplo 1
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jercicio
1. Demuestra que los puntos A(—4,—3), B(5,—3), C(5,2) y D(—4,2) son los vértices de un
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y B(8,3) es paralela a la recta

)

5

2. Demostrar que la recta [; que pasa por los puntos A(—4,

(18,2).
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y

la que pasa por los puntos C(0, —10)
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Rectas Perpendiculares

4.7.2.

Definicién: Dos rectas son perpendiculares si, y solamente si, la pendiente de una es la reciproca

con signo contrario de la pendiente de la otra.
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Demostrar que la recta [; que pasa por los puntos A(1,3) y B(—3, —5) es perpen-

dicular a la recta ly que pasa por los puntos C(3,2) y D(—5,6)

Ejemplo 1
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4.6

es rectangulo.

,Jercicio

E

1. Aplicando el concepto de pendientes demuestra que el tridngulo A(3, 1), B(—2,5) y C(—10, —5)

125



2. Utiliza las pendientes para demostrar que los puntos A(2, —4), B(4,0) y C(8, —2) son los vértices
de un triangulo rectangulo.
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3. Utiliza las pendientes para demostrar que los puntos A(1,1), B(3,3) y C(4,—2) son los vértices
de un tridngulo rectangulo.
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4. Aplicando el concepto de pendientes demuestra que el triangulo A(4,3), B(6,—2) y C(—11,-3)
es rectangulo.
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Ejemplo 1 Determina la ecuacién de dos rectas que pasan a través de A(4,1), una paralela y

otra perpendicular a la recta 2x — 3y +5 =0
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<~

ios 4.7

jercicios

E

1. Determina la ecuacién de dos rectas que pasan a través de A(3,4), una paralela y otra per-

pendicular a la recta 7Tx +5y +4 =0

110 111 112 113

2. Determina la ecuacién de dos rectas que pasan a través de A(—1,2), una paralela y otra perpen-

dicular a la recta 2z —y =0

®
o
=]
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0

3. Determina la ecuacién de dos rectas que pasan a través de A(—4,0), una paralela y otra perpen-
dicular a la recta 4o + 3y — 2
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4. Determina la ecuacién de dos rectas que pasan a través de A(4,1), una paralela y otra perpendi-
cular a la recta 2xr — 3y +5 =10
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5. La pendiente de la recta es 2. Determina

a) La ecuacién de la recta paralela a ésta que pasa por A(3,4).

b) La ecuacién de la recta perpendicular a ésta que pasa por A(3,4).
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6. La pendiente de la recta es -3. Determina

-7

a) La ecuacién de la recta paralela a ésta que pasa por B(—1,0).

-7

b) La ecuacién de la recta perpendicular a ésta que pasa por B(—1,0).

L1018 18 1-7 1B 15 141312

-12 111

1113
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4.8. Distancia de un punto a una recta

Supongamos que se tiene una recta [ y un punto P(xq,y;) fuera de la recta.

La distancia del punto P(xy, %) a la recta [ que tiene como ecuacién Ax + By +C = 0 se define
como la longitud del segmento perpendicular a la recta que llega al punto y se determina con la
expresion:

_ | A$1+By1+C|
VA24+B?

Ejemplo 1 Determina la distancia del punto P(—8,4) a la recta 2z —y+5 = 0y traza la grafica

1 W A B C
P(-8 4) 2x -y +5=0

Al sustituir en la formula

‘ Az1+By1 +C |
- A2+BQ

d_|\/17|

—16—445
Va+1

i1
- 15
d= V5

Para simplificar el resultado convertimos al 15 en un producto de 3 por 5

_ 35
d=7

Como v5v/5 = (\/5)2 = 5 descomponemos al 5 en un producto de raices

d = BE)(5)
V5
Simplificando

d=3v5
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Trazamos la grafica.

0 y traza la grafica.
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4.8

,Jercicio

E

1. Determina la distancia del punto P(6,4) a la recta 3x + 4y — 40
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x + 10 y traza la grafica.

1
2

2. Determina la distancia del punto P(-3,7) a la recta y
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3. Determina la distancia del punto P(1,0) a la recta x = —4 y traza la gréfica.
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4.9. Area de un triangulo

Se tiene un triangulo cuyos vértices son A, By C.

Para obtener el area del tridangulo, se puede utilizar la formula de:

ATBCLA __(base) (2altura)

La base puede ser cualquier lado, por ejemplo AC. Al considerar éste lado, la altura correspon-
diente es el segmento perpendicular a dicho lado desde el vértice opuesto (B).

Si se considera como base al lado AB, la altura correspondiente es el segmento perpendicular
a dicho lado desde el vértice opuesto (C).

Finalmente, si se considera como base al lado BC, la altura correspondiente es el segmento
perpendicular a dicho lado desde el vértice opuesto (A).

Se puede determinar la longitud de cualquiera de las tres alturas, evaluando la distancia del
vértice al lado opuesto (distancia de la recta a un punto).
Ademas el area del tridngulo también puede calcularse de la siguiente forma:

Sean los vértices del tridngulo, leidos en sentido contrario al de las manecillas del reloj, A(x1,y1),
B(xa,y2) y C(x3,ys) el area del tridngulo puede obtenerse al resolver:

Ty oy 1
Arean :% To Y 1
r3 ysz 1

4.10. Ecuaciones de las rectas y puntos notables en todo
triangulo

Mediatriz: Es la recta perpendicular a un lado de un tridngulo (o a cualquier segmento de

recta) y que pasa por su punto medio.
AN\
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Mediana: Es el segmento de recta que une cualquier vértice de un triangulo con el punto

A\

Altura: Es el segmento de recta que une un vértice de un tridangulo con su lado opuesto o su

medio del lado opuesto.

prolongacién, formando un angulo de 90°.

Bisectriz: Es el segmento de recta que divide a un dngulo en dos dngulos congruentes.

Circuncentro: Es el punto donde se intersectan las tres mediatrices de los lados de un triangu-

lo y es el centro de la circunferencia que pasa por los tres vértices del tridngulo.

Ortocentro: Es el punto de interseccion de las tres alturas de un triangulo, se encuentra dentro
del tridngulo si es acutangulo, coincide con el vértice del angulo recto si es rectangulo o fuera si es

obtusangulo.

Incentro: Es el punto donde se intersectan las tres bisectrices y es el centro de la circunferencia

inscrita en el triangulo, y equidista de sus tres lados.

Ejemplo 1: En el tridngulo formado por los puntos A(—4,—3), B(6,1) y C'(4,11).
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angulo.

del tri

area

’

Determina el

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

a

Determina las ecuaciones de las mediatrices.

b
c

d

Determina las coordenadas del punto de interseccién de las mediatrices (Circuncentro).

Traza la grafica de las mediatrices y dibuja la circunferencia circunscrita.

Determina las ecuaciones de las medianas.

e
f

Determina las coordenadas del punto de interseccién de las medianas (Baricentro).

Traza la grafica de las medianas.

g
h

Determina la ecuacién de las alturas.

Determina el punto de interseccién de las alturas (Ortocentro).

0

Traza la grafica de las alturas.

J

a) Determina el drea del tridngulo.

Los vértices son A(—4,—3), B(6,1) y C(4,11).

altura)

(base)(

Se sabe que Areaa

Trazamos la grafica del tridngulo

Si la base es la distancia del punto A(—4, —3) al punto B(6,1):

Base=dp
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La ecuacién de la recta que pasa por los puntos A y B es:
T Y1 T2 Y2
A(—4, =3) vy B(6, 1)

y_ylzﬁ(x_xl)

y—(-3) = =2 (@ — (-4))

y+3=¢E(x+4)
y+3:1i0(x+4)
y+3=2(x+4)
5(y+3)=2(x+4)
Sy +15=2x+8

20 —dy+8—-15=0
20 — 5y —7=0

La altura del tridngulo es la distancia del punto C'(4,11) a la recta 2z — 5y — 7 =0

Por lo que el drea del triangulo es:

AreaA _ (base) (Qtzltura)

Podemos comparar si obtenemos el mismo resultado del calculo del area del tridangulo utilizando
la féormula

1 oy 1
AreaA:% To Yy 1
x3 ys 1

El 4rea del tridngulo es 54u?
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b) Determina la ecuacién de las mediatrices.
Mediatriz AB

Determina el punto medio de A y B

1 U T2 Y2

Pm ( r1+T2 Yy1+y2 )

2 2
P (=5, =55)
P(3: %)
Pu(l,-1)

La pendiente de Ay B

m = 27U
To—T1

Determina la pendiente perpendicular

_ =5
MiAB = 5

Determina la ecuacion de la mediatriz de AB con el punto medio de AB y la pendiente perpendi-
cular

1 Y
Pmap(l, =1) y miap=7

La ecuacién de la mediatriz es 5z + 2y —3 =0
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Mediatriz AC

Determina el punto medio de Ay C

T1 U1 T2 Y2

A(—4, —3) y O, 11)

Determina la pendiente de AC'

La pendiente perpendicular de AC

Determina la ecuacion de la mediatriz de AC' con el punto medio de AC' y la pendiente perpendi-
cular

1 Y1
Pmac(0, 4) y miap=F

La ecuacién de la mediatriz es 4o + 7y — 28 = 0
Mediatriz BC'

Determina el punto medio de B y ¢

1 N T2 Y2
B(6, 1) y 0(4, 11)
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x+2y-3=0
4Ax+Ty-28=0
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Determina la ecuacién de la mediatriz de BC' con el punto medio de BC' y la pendiente perpendi-

La pendiente perpendicular de BC
cular

Determina la pendiente de BC

Yy mipBc

1 U
PmAc(5, 6)

La ecuacién de la mediatriz es BC' es:

c¢) Determina el punto de interseccién de las mediatrices (Circuncentro).

Tomamos las mediatrices de AB y AC' para calcular su interseccién

— 5

El circuncentro estd en (

d) Traza la grafica de las mediatrices y dibuja la circunferencia que pasa por los tres vértices del

triangulo.



e) Determina la ecuacion de las medianas.
Mediana AC

La mediana de AC es la recta que pasa por el punto medio de AC' y por el vértice B
1 Y1 T2 Y2

PmAc<0, 4) y B<6, 1)

Y-y = Lz — )

La mediana de AC' es . +2y —8 =0

Mediana BC

La mediana de BC' es la recta que pasa por el punto medio de BC'y por el vértice A
1 W T2 Y2

Pmpc(5, 6) y A(=4, —3)

y— =20 (v — 1)

La mediana de BC'esx —y+1=0

Mediana AB

La mediana de AB es la recta que pasa por el punto medio de AB y por el vértice C
1 W T2 Y2

Pmap(l, —1) y C(4, 11)

y—ylzﬁ(ﬁ—%)

La mediana de AB es:
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f) Determina el punto de interseccién de las medianas (Baricentro).

Tomamos las medianas de BC'y AC para calcular su interseccion

x-y+1=0
x+2y-8=0

{

El Baricentro estd en (2, 3)

g) Traza la gréfica de las medianas.

h) Determina la ecuacién de las alturas.

Altura AB

Determina la ecuacion de la altura de AB con el punto C' y la pendiente perpendicular de AB

= _5
-2

Y MiaB

n
11)

X1
C(4,

La ecuacién de la altura AB es bx + 2y — 42 =0
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Altura AC

Determina la ecuacion de la altura de AC' con el punto B y la pendiente perpendicular de AC'

I W
B(6, 1) y miac=—3

La ecuacién de la altura AC es 4o+ 7y — 31 =0
Altura BC

Determina la ecuacion de la altura de BC' con el punto A y la pendiente perpendicular de BC

1 N
A(—4, =3) vy mipc=3

La ecuacién de la altura BC es:

i) Determina el punto de interseccién de las alturas (Ortocentro).
Tomamos las alturas de AB y AC para calcular su interseccion

ox+2y-42=0
4x+Ty-31=0

El Baricentro estd en (32, —12)
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j) Traza la grafica de las alturas.
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lo formado por los puntos A(—2,3), B(2,-3) y C(6,5).

iangu

L

4.9 En el tr

jercicios

E

Traza la grafica de las mediatrices y dibuja la circunferencia que pasa por los tres vértices

Determina la ecuacion de las mediatrices.
del tridngulo.

Determina el area del tridngulo.

)
)
)
)

¢) Determina el punto de interseccién de las mediatrices (Circuncentro).

a
b
d

e) Determina la ecuacién de las medianas.

f) Determina el punto de interseccién de las medianas (Baricentro).

g) Traza la grafica de las medianas.

h) Determina la ecuacién de las alturas.

i) Determina el punto de interseccién de las alturas (Ortocentro).

j) Traza la grafica de las alturas.

144



Mediatrices

o |
[ i
| A==
[ T R R B
N I S R TR I O B
[
I S R R B
e o e h e e e et oy Lt
L T T O R B
e R e S LS
R R T I T T
S N S N N R B )
) A TRNNS N AN NN N IO [N N Saa
I
N N D R S R AP
SRR TR
R Y S N S S SO
(R Rl | S R P s e T )
I
S Y S S N T R A
1 T A R
R P T L R A P
(A R St it Rt i M e
Vo
B S e B e
Vo
N NN N Y . G NG LSO A ./ N
R [ o T e e e T
Vo
B e e e et S B e
i i | | |
| \ | | g
i i
| i

T8 19 (10111 112 113

RS (S L TS S YU (I T e o
[
L O I SO SN RO SN I |
R A e T
T O T T T T

S A R
|

145



Medianas
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Alturas
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Capitulo 5

UNIDAD 4 - LA PARABOLA Y SU
ECUACION CARTESIANA

Definicién de la parabola como lugar geométrico: La parabola es el conjunto de puntos
del plano que equidistan de una recta fija D llamada directriz y un punto fijo F que no esta en ella
llamado foco.

5.1. Elementos de la parabola

La recta perpendicular a la directriz y que pasa por el foco se llama eje de simetria S o eje focal
de la parabola.

El punto que se encuentra a la mitad del foco y la directriz se llama vértice V y pertenece a la
parabola porque esta a la misma distancia del foco y de la directriz.

La longitud que hay entre el vértice y el foco se denomina distancia focal o parametro p.

El segmento de recta que pasa por el foco y es perpendicular al eje de simetria, que mide 2p a
partir el foco hacia arriba y 2p hacia abajo se llama ancho focal o lado recto de la parabola LR.

Directriz

{

Definicién analitica de la parabola: Es el conjunto de todos los puntos P situados en el
plano, y donde P no esta en D, que equidistan de un punto fijo F llamado foco y de una recta fija
D llamada directriz, que no contiene a F, es decir estd definida por la ecuacién:

d(P,F) = d(P, D)

148



5.2. Ecuacion de la parabola en forma ordinaria, con vérti-
ce fuera del origen y eje de simetria paralelo al eje x
(horizontal)

La definicién de la parabola establece que si P(x,y) es un punto de la misma, la distancia del
foco F al punto P (PF) es igual a la distancia de P a la recta fija llamada directriz (PD).

Sea PD = PF, como se muestra en la figura, el eje de simetria es paralelo al eje x y las coor-
denadas del vértice son V(h, k).

PD=\[x—(h—pP+{y—y)?
PF=\/lz — (h+p)*>+ (y — k)?

Vie—(h=pP+ -y =z—(h+p)+(y—k)?

Elevando al cuadrado ambos términos tenemos

2

(VeGP w—wP) = (VE- G oP T )
[z = (h=pP+(y—y)* =[x — (h+p+ (y—k)?
Desarrollando los paréntesis tenemos
(x—h+p)*+(0)*=(z—h—p)?+(y—k)?
(x—h+p)*=(r—h-p?+{y—k)?

Desarrollando los cuadrados tenemos

x? 4+ h? + p* — 2hx + 2px — 2hp = 2% + h? + p* — 2hx — 2px + 2hp + (y — k)?
22 + h% + p? — 2ha + 2px — 2hp — 2% — h? — p? + 2hx + 2px — 2hp = (y — k)?

dpx — dhp = (y — k)?
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(y — k)* = 4px — 4hp
(y —k)? =4p(z — h)

Estd es la ecuacion de la parabola en su forma ordinaria, con eje de simetria paralelo al eje x,
cuyos elementos son:

El Vértice tiene coordenadas V' (h, k)

El Foco tiene coordenadas F'(h + p, k)

La ecuacién de la directriz x = h — p

La ecuacién del eje de simetria y = k

La longitud del lado recto o ancho focal LR = |4p|

La orientacion y curvatura de la parabola esta determinada por los signos y la magnitud de p,
es decir:

Para una parabola horizontal si p > 0 la parabola abre hacia la derecha.

Si p < 0 la pardbola abre hacia la izquierda.

De la ecuacion de la parabola en la forma ordinaria se conoce: h, k y p para determinar los
otros elementos de la curva.

5.3. Ecuacién de la parabola en forma ordinaria, con vérti-
ce fuera del origen y eje de simetria paralelo al eje y
(vertical)

La definicién de la pardbola establece que si P(x,y) es un punto de la misma, la distancia del
foco F al punto P (PF) es igual a la distancia de P a la recta fija llamada directriz (PD).

150



Sea PD = PF, como se muestra en la figura, el eje de simetria es paralelo al eje y y las coor-
denadas del vértice son V' (h, k).

F(h, k+p)

P(x,y) \_"///////7
Vih, k)

D(ka-P)L
TTTTTTU T Towectrizy=kp

PD=/(z—a)*+ [y~ (k—p)P

PF = /= 0P+ g~ (b T p)P

ViE—aoP+ly—E-pP=VE-hn’+y—(k+p)

Elevando al cuadrado ambos términos tenemos

2

(Ve—oP+ =G -oF) = (V@ P+ G+ o)
(o= 2ty — (k=) = (o= D)2+ [y — (k4 )P

Desarrollando los paréntesis tenemos
02+ y—k+p?=@-h?+y—k-p)?

(y—k+p)?=(x—h)?+@y—k-p)?

Desarrollando los cuadrados tenemos

y2 + k% +p? — 2ky + 2py — 2kp = (x — h)* + y* + k* + p? — 2ky — 2py + 2kp
Y2 4+ k2 + p? — 2ky + 2py — 2kp — y? — k2 — p? + 2ky + 2py — 2kp = (x — h)?
dpy — 4kp = (v — h)?

(x —h)* = 4py — 4kp

(2 — h)? = dp(y — k)

Esta es la ecuacion de la parabola en su forma ordinaria, con eje de simetria paralelo al eje vy,
cuyos elementos son:

El Vértice tiene coordenadas V' (h, k)

El Foco tiene coordenadas F'(h, k + p)

151



La ecuacién de la directriz y = k — p
La ecuacién del eje de simetria x = h
La longitud del lado recto o ancho focal LR = |4p|

La orientacion y curvatura de la parabola esta determinada por los signos y la magnitud de p,
es decir:

Para una parabola vertical si p > 0 la parabola abre hacia arriba.

Si p < 0 la parabola abre hacia abajo.

De la ecuacién de la parabola en la forma ordenaria se conoce: h, k y p para determinar los
otros elementos de la curva.

5.4. Representacion grafica de una parabola dada su ecua-
cion en forma ordinaria
Por simple inspeccion de la ecuacién de una pardbola en su forma ordinaria, es posible deter-

minar si es horizontal o vertical, las coordenadas del vértice, si p es positivo o negativo, y con ello

saber si abre a la derecha o izquierda en caso de ser horizontal o hacia arriba o hacia abajo en caso
de ser vertical.

Ejemplo 1: A partir de la ecuacién ordinaria de la parabola dada, indica las coordenadas del
vértice, si se trata de una pardbola horizontal o vertical, si p > 0 o p < 0 y bosqueja la grafica.

(y +2)? =8(x —5)

Como el término que estd elevado al cuadrado es y, la ecuacién es de la forma (y — k)? =
4p(x — h), que corresponde a la ecuacion en forma ordinaria de la pardbola vertical.

Al comparar término a término tenemos
(y +2)2 =8(x—5)

(y — k)* =4p(z — h)
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El signo de p es positivo, y la parabola es horizontal, entonces abre hacia la derecha, tiene

El Vértice tiene coordenadas V' (h, k), en este caso, V (5, —2)
vértice en V (5, —2)

Para determinar si p es positiva o negativa tenemos

Despejando a p tenemos

dp =8

N

E

dinaria de la parabola dada, indica las coordenadas

del vértice, si se trata de una parabola horizontal o vertical, si p > 0 o p < 0 y bosqueja la grafica.

on or

ez

A partir de la ecuaci

5.1:

,Jercicio
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a)(y —3)* = 4(z - 3)



b)(z +4)? = —2(y — 4)
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e)(a —5)2 = 10(y — 4)

f)(y + 1)? = 5(z — 3)

113112 1111 110 -8

o »

Ecuacion General de la Parabola

5.5.

inaria.

bola se obtiene desarrollando la forma ordi

a

de una par

i6n

La forma general de la ecuac

Parabola Horizontal

(y — k)? = 4p(z — h)

5.5.1.

Al desarrollar el binomio al cuadrado y efectuar las operaciones indicadas

(y — k)*> =4p(z — h)

y? — 2ky + k% = 4px — 4hp

y? — 2ky + k% — 4dpx +4hp =0

Y2 + (—4p)x + (—2k)y + k*> + 4hp = 0
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Que corresponde a la forma Cy? + Dz + Ey+ F =0

A ésta ecuacién se le conoce como la forma general de la parabola horizontal.

5.5.2. Parabola Vertical
(. —h)* =4p(y — k)

Al desarrollar el binomio al cuadrado y efectuar las operaciones indicadas:
(= h)? =4p(y — k)

22 — 2hx + h? = 4py — 4kp

2% — 2hx + h? — dpy + 4kp = 0

2?2 + (—2h)z + (—4p)y + h* + 4kp =0

Que corresponde a la forma Az? + Dx + Ey+ F =0

A ésta ecuacién se le conoce como la forma general de la parabola vertical.

5.6. Ecuacién de la parabola dado el vértice y el foco.

Ejemplo 1: Determina la ecuacién en su forma ordinaria, forma general, lado recto, directriz
y traza la grafica de la pardbola, si su vértice esta en V(2,0) y su foco esta en el punto F'(2,2)

Al graficar los puntos tenemos que p = 2
La ecuacién de la directriz es y = —2

y+2=0
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Al calcular el lado recto

LR = |4p|

LR = |4(2)]

LR =8|

LR =8

La parabola es vertical la ecuacién que le corresponde es:

(x —h)* =4p(y — k)

Al sustituir el vértice V(2,0) y p = 2 tenemos

(z—2)?=4(2)(y - 0)

(r —2)? = 8(y — 0) Es la ecuacién en forma ordinaria

Para obtener la ecuacién en su forma general se desarrolla la ecuacién

(r—2)*=8(y—0)

22 —2(2)(2) + (2)* = 8y

22 —4r+4—-8y=0

2? — 42 — 8y + 4 = 0 Es la ecuacién de la pardbola en su forma general.

forma ordinaria, forma general, lado recto, directriz

on en su

’

Determina la ecuaci

Ejemplo 2
y traza la grafica de la parabola, si su vértice estd en V(2,3) y su foco esta en el punto F'(6,3)
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io 5.2

grafica de la pardbola, si su vértice esta en V(2,1) y su foco estd en el punto F'(2,4)

jercicio
1. Determina la ecuacion en su forma ordinaria, forma general, lado recto, directriz y traza la

E

—~
b B Eg A N oma AcTEm g w E Eaod ©
e e ek Do s Rante e e I iy Sl bt e Ionkanl mimn e’ el Vi i Rk ~
[ T T S R R A S I O S A S R B B
Y U A S M .5 Y O R Y Y S
R T R R N 1R R e
O O O T O T = T O T L
R O O - o
oo e e
T -
1 1. I 1 I 1 1 I 1 I L] 1 1 I ! 1 1 1 r
s A T ONSN (AN SE( TS U [ N B N (RN M A P e iy i o u
R |
N SO 90 O O OO O .1 O O DN L o
N S S S I s S A S
R SRS DN /SN | D O N ] TN S e <l N N I O ] e —
e e B e B R e B
SN RN 5] I
SN O O S O . O S U S OO S S
e i e e e P e i i e
saleatodesaote el alennl i :lvl_ll_lll_ll_lll_ll_lll_ll_n w r
B e T e ket el oy el et Bt B
[ R R T B A T T B B L
sadeepadiapodeab g e RIS e bad b do
R P A R R Nas]
it et s i el e el O b i L ~+ r
e P e L o v b e o I oy e g T
I T T T S T O S S B T T S B S S B B n L
S S N M P P S AP N R R P S D P i b}
O o i i 1
ottt BARpe S (emri ISl Pulieed SRS (R oot RFAR FERN NG iSSP e HENETY (NI (el ISl S|
TS T Toult A e T i et b ity A T e e i v @)
[ A A A 3 |
| @) @ N © B T @ oy T Of oy oy @ T 9 9y ] O
abowdiaaliagl owleailiead il dla e RO C SELS oSl ol SLL O el r
T AR T AR R T R 1 R A e T <=
T T N T T T T A I
B i s S B =
AT A A G A A B sl o 30 eerer
U O A M UM Y TR T S S 0 ]
R e e e o o e e ey e i el
T T T T T T N O I A O T T SO A .
B e s T e e e
T T T T T T ey T T
R O O O O 100 O 8
(A T T e T i I e T -
T S A TN TR SN A 2 SO O T O SO N <t
ket fopad pomy b e Pty Emu It ey totay ] Bop UEe R o (G (R ey (et Py e |
T A O A I SR N T N T - S A N T A 0 T -~ gl N N O (T R S
R U A S T . AU R IO A S o frlmsbsascbadnabed
N R R R T i T
] 1 I 1 ] 1 1 I 1 I nﬂ, 1 1 1 1 1 1 1 ~—
i B s B s i s it s H A o R My R iy R i Bt
I L I I
s bl e e ol R ol sl ool )
A ol v e i e T =5 i i i i
O R TN P 0 O O N 0 PO JN . OO 20 R 0 100 O g F-a-—r-a--r-1--r-1-r
T e e e e o i i ol e
R IR )
B e et e e e S R e e e o
R R e il o i o e il o R B
R Y N YN S N TS SN o Y TR A SO S B ey r
T D 1 e et T vl P el Lokt e e
S N O 72 o | 27 12
) E
.r—
-
—
/WV
»n
.or—
n
o
Nov]
z
—

7'_
2. Determina la ecuacién en su forma ordinaria, forma general, lado recto, directriz y traza la grafica
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triz y traza la grafica

irec
1 punto F'(4,3)

, forma general, lado recto, di

inaria
V(0,3) y su foco est

.7

3. Determina la ecuacién en su forma ord

a en e

’

a en

’

ertice est

7

,sisuv

de la parabola

70819 (10111 (12 13

01112134

triz y traza la gréfica

irec
1 punto F(—3,2)

, forma general, lado recto, d

V(—1,2) y su foco est

1mnaria

4. Determina la ecuacion en su forma ord

aen e

’

a en

’

ertice est

’

, slsuv

de la parabola
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triz y traza la grafica

irec
1 punto F'(3,4)

, forma general, lado recto, di

V(1,4) y su foco est

1mnaria

.7

5. Determina la ecuacién en su forma ord

a en e

’

a en

’

ertice est

7

,sisuv

de la parabola

70819 (10111 (12 13

01112134

triz y traza la gréfica

irec
1 punto F(0,—5)

, forma general, lado recto, d

1 origen y su foco est

1mnaria

6. Determina la ecuacién en su forma ord

’

aen e

aen e

’

ertice est

’

, slsuv

de la parabola
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triz y traza la grafica

irec
1 punto F(0,—6)

, forma general, lado recto, di

1mnaria

.7

7. Determina la ecuacién en su forma ord

’

1 origen y su foco estd en e

a en e

’

ertice est

7

,sisuv

de la parabola

70819 (10111 (12 13

01112134

triz y traza la gréfica

irec
1 punto F(1,6)

, forma general, lado recto, di

1mnaria

8. Determina la ecuacién en su forma ord

a en e

’

V(1,4) y su foco est

a en

’

ertice est

’

, slsuv

de la parabola
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triz y traza la grafica

irec
1 punto F'(5,1)

, forma general, lado recto, di

inaria
V(5,4) y su foco est

.7

9. Determina la ecuacién en su forma ord

a en e

’

’

a en

ertice est

7

,sisuv

de la parabola

0111213141516 171818 (1011 112 (13

triz y traza la gréfica

irec
1 punto F(—4,0)

, forma general, lado recto, d

1 origen y su foco est

1mnaria

10. Determina la ecuacion en su forma ord

’

aen e

’

aen e

ertice est

’

, slsuv

de la parabola
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triz y traza la grafica

irec
1 punto F'(—3,4)

, forma general, lado recto, d

V(-3,2) y su foco est

1mnaria

.7

11. Determina la ecuacion en su forma ord

a en e

’

a en

’

ertice est

7

,sisuv

de la parabola

70819 (10111 (12 13

01112134

triz y traza la gréfica

irec
1 punto F'(4,1)

, forma general, lado recto, d

V(3,1) y su foco est

1mnaria

12. Determina la ecuacion en su forma ord

a en e

’

a en

’

ertice est

’

, slsuv

de la parabola
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triz y traza la grafica

irec
1 punto F'(—2,5)

, forma general, lado recto, d

V(—2,2) y su foco est

1mnaria

.7

13. Determina la ecuacion en su forma ord

a en e

’

a en

’

ertice est

7

,sisuv

de la parabola

70819 (10111 (12 13

01112134

triz y traza la gréfica

irec
1 punto F(1,6)

, forma general, lado recto, d

V(1,4) y su foco est

1mnaria

14. Determina la ecuacion en su forma ord

a en e

’

a en

’

ertice est

’

, slsuv

de la parabola
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15. Determina la ecuacién en su forma ordinaria, forma general, lado recto, directriz y traza la grafica

de la pardbola, si su vértice estd en V(3,7) y su foco estd en el punto F'(—3,—2)
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Ecuacién de una parabola dado el foco y la directriz

5.7.

forma ordinaria, forma general, lado recto, vértice y

traza la grafica de la pardbola, si su foco esta en F'(—2,1) y su directrizes y +5 =0

z

on en su

Determina la ecuaci

Ejemplo 1
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Como la directriz es y + 5 = 0 despejando la y obtenemos y

El vértice estd a la mitad del foco y la directriz en este caso el vértice tiene coordenadas

V(-2,-2)

La medidadepesp=3

Al calcular el lado recto LR = |4p|

165



LR = [4(3)]

LR = [12]

LR =12

La parabola es vertical la ecuacién que le corresponde es:

(x —h)* =4p(y — k)

Al sustituir el vértice V(—2,—-2) y p = 3 tenemos

(= (=2))* =43)(y — (-2))

(r 4+ 2)? = 12(y + 2) Es la ecuacién en forma ordinaria

Para obtener la ecuacién en su forma general se desarrolla la ecuacién

12y + 24

22 4+ 2(2)(2) + (2)?

P’ +4r+4—-12y—24=0

22 + 42 — 12y — 20 = 0 Es la ecuacién de la pardbola en su forma general.

forma ordinaria, forma general, lado recto, vértice y

on en su

ez

Determina la ecuaci
traza la grafica de la parabola, si su foco estd en F'(4,0) y su directriz es x +4 = 0

Ejemplo 2
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5

<

5.3

,JErC1C10

E

, forma general, lado recto, vértice y traza la

grafica de la pardbola, si su foco estd en F(0,3) y su directriz es y +3 =0

inaria

1. Determina la ecuacién en su forma ord

1113

, forma general, lado recto, vértice y traza la grafica

de la pardbola, si su foco estd en F'(3,4) y su directriz es el eje x.

maria

2. Determina la ecuacion en su forma ord

70819 110111 (12 113
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, forma general, lado recto, vértice y traza la grafica

de la pardbola, si su foco esta en F'(3,—4) y su directrizes y +2 =0

maria

.7

3. Determina la ecuacion en su forma ord

18 19 110 111 112 113

[ R
AR S S L
| [ |

L -

, forma general, lado recto, vértice y traza la grafica

de la parabola, si su foco estd en F'(—7,0) y su directriz es z — 7 =0

maria

sz

4. Determina la ecuacion en su forma ord

18 19 110 111 112 113

7
A i S P e oy

18

131415
o S g i v B

o
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18 19 110 111 112 (13

18 19 110 111 112 113

"7
A Lol K P S e
|

18

131415

o S g i v B

, forma general, lado recto, vértice y traza la grafica

maria

.7

5. Determina la ecuacion en su forma ord

de la pardbola, si su foco esta en F'(—5,3) y su directriz es z +1 =0

[ R
AR S S L
| [ |

L -

, forma general, lado recto, vértice y traza la grafica

maria

sz

6. Determina la ecuacion en su forma ord

de la parabola, si su foco estd en F'(0,6) y su directriz es y + 6 = 0
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18 19 110 111 112 (13

18 19 110 111 112 113

"7
A Lol K P S e
|

18

131415

o S g i v B

, forma general, lado recto, vértice y traza la grafica

maria

.7

7. Determina la ecuacién en su forma ord

de la pardbola, si su foco esta en F'(—5,2) y su directriz es z +1 =0

[ R
AR S S L
| [ |

L -

, forma general, lado recto, vértice y traza la grafica

maria

sz

8. Determina la ecuacion en su forma ord

de la pardbola, si su foco estd en F'(3,4) y su directriz es z — 1 =0
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, forma general, lado recto, vértice y traza la grafica

de la pardbola, si su foco esta en F'(3,—5) y su directriz es y — 1

maria

.7

9. Determina la ecuacion en su forma ord

0

18 19 110 111 112 113

[ R
AR S S L
| [ |

L -

, forma general, lado recto, vértice y traza la grafica

de la parabola, si su foco estd en F'(—3,1) y su directrizes z — 1 =0

maria

sz

10. Determina la ecuacién en su forma ord

18 19 110 111 112 113

A i S P e oy

7

18

131415

o

o S g i v B
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0

18 19 110 111 112 (13

18 19 110 111 112 113

"7
A Lol K P S e
|

18

131415

o S g i v B

, forma general, lado recto, vértice y traza la grafica

maria

<7

11. Determina la ecuacién en su forma ord

de la pardbola, si su foco esta en F'(3,3) y su directriz es y + 1

[ R
AR S S L
| [ |

L -

, forma general, lado recto, vértice y traza la grafica

maria

sz

12. Determina la ecuacién en su forma ord

de la pardbola, si su foco esta en F'(—5,—1) y su directriz es x — 1 =0
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13. Determina la ecuacién en su forma ordinaria, forma general, lado recto, vértice y traza la grafica
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Ecuacién de una parabola dado el vértice y la directriz

5.8.

forma ordinaria, forma general, lado recto, foco, las

on en su

z

Determina la ecuaci
coordenadas de los extremos del lado recto y traza la grafica de la parabola, si su vértice esta en

V(2,3) y su directriz es x — 3

Ejemplo 1
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Al trazar la gréafica del vértice y la directriz tenemos que p = —1 y el foco tiene coordenadas

F(1,3)

Al calcular el lado recto LR = |4p|

LR = |4(-1)]
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forma ordinaria, forma general, lado recto, foco , las

—1 tenemos

on en su

<7

Determina la ecuaci
coordenadas de los extremos del lado recto, el eje de simetria y traza la gréafica de la parabola, si

su vértice estd en V(—1,1) y su directrizes y +3 =0

Para obtener la ecuacién en su forma general se desarrolla la ecuacién
y? + 42 — 6y + 1 = 0 Es la ecuacién de la parabola en su forma general.

La parabola es horizontal la ecuacion que le corresponde es:
(y — 3)? = —4(z — 2) Es la ecuacién en forma ordinaria

(y — k)* = 4p(z — h)

Al sustituir el vértice V(2,3) y p
(y—3) =4(-1)(z - 2)

P = 2y)3) + () = ~du+8
y?—6y+9+4r—-8=0
Ejemplo 2
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5.4

metria y traza la grafica de la pardbola, si su vértice estd en V' (—1,1) y su directrizes y—3 = 0

,JErC1C10

E

1. Determina la ecuacion en su forma ordinaria, forma general, lado recto, foco, el eje de si-

o)

ofs
-

1©

[ T T T O T A S P T O A S R B B
L R A S N O N A SN - N A SR N N N B
e e ok e it Ko it e T it i i et st R i okt R o
[ T O O A S I O S A S R B
RN N NN MO 0 WA SN SO 7 O . B R N N W [ T A S B R o N N
L T I R o T B [ T e T T O | LIRS A T N O 1A T D T I B I B R |
S R S A S N N B D S T T T S A B B e e R S e e s e en L S S B s
b i L S R B e I P e e v S o I T e S R B B | S
| A T O O T = O O T A S I R A ) . S S G
R G N R i B S O i R T R T T T i T L T R Tl R ol |
[ e [ I S S N B A | Do T I B N S R B |
(S N | SRR PO PRGSO o S R | Y PP S RO | B e ] e Ee ot il Eots b (b ot e B iy ot v i o
B s S A (A A H e A I T T e S R E R B | [ R R R T B |
I R R R S S ) i B O S i G
e e e b o e s e i T T T T T T T T T T [P I T I T T
IR R R I T L T O A L T WO T I T |
U | R CUN | | I OV F [ L S Ll N S S E A ] " B A s Oa s N D e e N il (N DN A A I e iy i
| e B B | A I @
[ R R R G R O 0 SO N 00 P N o P O S S )
rofsshetzshoborohodestodo-pede b odosbade chod ook I A R T R B R N T I A I T T A
T T T R I e R 1t N P e | S S N S Y S NS S S TN A st T N S N S O B
o S IO rolmn LA S P PR Pt Rt (5l gt OGS IS S| IS S LS 01 B 1=, T T T V = =3 | T 1= i 0 i 0
[ R S R [ A S R I - N R R B R |
[ A S R e R IO A 0 N S S N - L R, S -
e S e i i e i r e i i et e A s G s s [ R T R B R R R S N
| e S T S T S T (P R e S S S R B O N O (O O O [ O
RS VN IO O 0 R NGO N ) 0! N N 10 O Bt St iy R i B e Sty i i (I e S iy R
[ e A R B [ T S R B [ | T
I A R e RS O TN N . SN O S 0 MO N Nl S 05 N DU N 5 S R
e ot s e e ek L e e e s b e e e R e S T A T PR T T R T S T A |
| e S e S S S O S e S S R I B OO0 OO OO SO 0 T O 20 DO O A 0 O
At GG I i o o Bl o G PR RSy s P R (P b B R P [ T L e Fr T R e LR i )
[ T R R B B [ R B ) [ S
(1N S T v 3 11— ) B e e e e e e e e e e e e e
| A e S H S B R (N e N TN A i |
) Oy | N O v T @ N vy of 7y @ T 9 9y i PP Lo PP Lo i T oo G (L) DO Py NCo empa /) ey (ol ookt Dot e
I O TN 0 A O NG O O O Y .70 R 1 (TSt e e vt Tk ey i e Sk ety Fu ol ot
T O T [ | [ R R | R R R R R R |
L S AL I SR A SR N | R S A J RO S N B
b o S Vot X, Pk et e e e .t gt e Lt e ottt e o ~ o 0 T o o = o oo oo T 9 o &y
[ T T O A S I O S A S R B .
R T G N S S Sy A SR SO SR H S 1 T e e R R e AR TE ]
T L | R I R A A A R S R
(O R T 0 A O O T OO O £ 0 O S e Te—F T mT-A—-T-a=—p-A--r-a--F-T--F-7--r
bt A S S S e S ot Dk e i s it St I T T e R R B B @0
LI R A <O O LT L g DN I S W G Y N N Iy R [ T "
JESES S B R O, O I 1 SO O o S S TR RN GRS S e T R oo P T e B e e e T R e A T S T |
[ e e e e Gl s o Mo, e o Bl il ST I T
L A Y S S SO 0 R O O S N s St s Sl e S S i s et it Rl e Bt nfks St s St o
IR S S A S B e R A i I T T S T B B R LS R R B B A B
RN R R S R P Y S Y RO Y et ) A ) E "
R A N A B S A Y S G T T T T T T T T N TR I D TR
L e I e et CE T A T Y N N N TR N | P _d_ a1
Vol el dles Dol ot e e EN A o e R o e SR T e e e ot oy SR s e B pey o o o
IR S A A A A O I T T T B B R B (ST B T I T |
Y.L G o, X b B L ] L S N S 12 -1 g ) T R P Y S I RS R e Ry A Y E p—"
e T S P S i PR TR e e e e e R TRl e e il
R R N R T T O T T N A T U T T T S U T |
R S AP R [ ONOR /S N [ PO OO 7| CESNOY 001 O [P | [ 00 PO 14 i Bt s B s A I H i I e e Dt 2 Dt i B i B}
T A e T R A A I T T S T B B B | @0
I L N e RN RS, PN, SN LR PTR80S S s S T SR L8 TR 3
bk ot o e s et L [ e e b Pt L e (e e R T I N A B o
| e S S A T Y R A S A A A O AP VOGO - SO O RO O OO 00 N OO O 1 O 1
RGN S, N SR Y S N QU el A N SN I P PRI ERON I S D bt i Mt T e | T [ T il T (] T I T I
TR R e e e e e R [ o e e e e e e I = |
b ol e e ). S, L T S O o P B R i e e e  de e S B e T e e e
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| A Qo
S I NS IO Y IS Sy R Y S S O DU S S
R T o T e T o ety e e g e e Pt e
[ N N N A N

los extremos del lado recto y traza la gréfica de la pardbola, si su vértice estd en V(1,—1) y su
Lo
d--bel--
i

2. Determina la ecuacién en su forma ordinaria, forma general, lado recto, foco, las coordenadas de
directrizes z —2 =10
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los extremos del lado recto, el eje de simetria y traza la grafica de la parabola, si su vértice esta en

3. Determina la ecuacién en su forma ordinaria, forma general, lado recto, foco, las coordenadas de
V(3,—2) y su directrizesy — 1 =0
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los extremos del lado recto, el eje de simetria y traza la grafica de la pardabola, si su vértice estd en

4. Determina la ecuacién en su forma ordinaria, forma general, lado recto, foco, las coordenadas de
V(2,1) y su directriz es y + 2 = 0
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tria y
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5. Determina la ecuacion en su forma ord
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forma ordinaria,forma general, lado recto, foco, direc-

triz, el eje de simetria y traza la gréfica de la pardbola, si su vértice estd en V(2,1) y los extremos

én en su
del lado recto son: P(—1,—-5) y Q(—1,7)

.z

Determina la ecuaci

Ecuacién de una parabola, dado el vértice y los extre-

mos del lado recto

Ejemplo 1

5.9.
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5

Pero como la grafica indica que abre a la izquierda entonces p debe ser negativa, entonces

Al localizar los puntos en la grafica, se obtiene que el foco estd en F'(—1,1)

La parabola es horizontal y por la ubicacion abre a la izquierda
Al localizar la directriz en el plano tenemos que estd en:

Con la medida del lado recto despejamos a p

La medida del lado recto es 12.
La ecuacién de la directriz es:

LR =12
x
zr—5=0



-3

1

5.5

ercicio
de simetria y traza la grafica de la pardbola, si su vértice estd en V(—3,—1) y los extremos

del lado recto son: P(1,7) y Q(1,-9)

J
1. Determina la ecuacién en su forma ordinaria, forma general, lado recto, foco, directriz, el eje

Como la pardbola es horizontal le corresponde la ecuacién (y — k)? = 4p(x — h)

(y — 1)? = —12(x — 2) Ecuacién en Forma Ordinaria
y? + 122 — 2y — 23 = 0 Ecuacién en Forma General

Al sustituir los valores del vértice V' (2,1) y el de p

(y —k)? =4p(x — h)
() —=2(y)(1) + (1) = —12z + 24

Desarrollando la ecuacion tenemos

(y = 1)? = 4(=3)(z — 2)
y?—2y+1=—12x+24
Y+ 120 —2y+1-24=0

El eje de simetria es y
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2. Determina la ecuacion en su forma ordinaria, forma general, lado recto, foco, directriz, el eje de

simetria y traza la grafica de la pardbola, si su vértice estd en V(—1,—2) y los extremos del lado

recto son: P(5,—5) y Q(—7,—5)
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3. Determina la ecuacion en su forma ordinaria, forma general, lado recto, foco, directriz, el eje de

simetria y traza la gréfica de la pardbola, si su vértice estd en V(4, —1) y los extremos del lado

recto son: P(6,3) v Q(6,
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4. Determina la ecuacién en su forma ordinaria, forma general, lado recto, foco, directriz, el eje de

simetria y traza la gréfica de la pardbola, si su vértice estd en V' (4, —2) y los extremos del lado

recto son: P(7,4) y Q(7,—8)
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5.10. Ecuacién de una parabola dado el foco o el vértice, la
medida del lado recto y hacia donde abre la parabola

Ejemplo 1: Determina la ecuacién en su forma ordinaria, forma general, foco, directriz, el eje
de simetria y traza la gréfica de la pardbola, si su foco esta en F'(2,3),lado recto LR = 8 y abre
hacia la derecha

Al graficar el foco, como el lado recto mide LR = 8, y la pardbola abre a la derecha los ex-
tremos del lado recto se encuentran arriba y abajo del foco y sus coordenadas son P(2,7) y Q(2,—1)

La parabola es horizontal
Despejamos el valor de p del lado recto
LR =38

dp =8

Al graficar el vértice tiene coordenadas V'(0,3) y la directriz estd en x = —2
Directriz z +2 =0

El eje de simetria es y = 3

Como la pardbola es horizontal le corresponde la ecuacién (y — k)? = 4p(x — h)

Al sustituir los valores del vértice V(0,3) y el de p =2
(y — k)? = 4p(z — h)

(y —3)* =4(2)(x - 0)
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(y — 3)? = 8(x — 0) Ecuacién en Forma Ordinaria

Desarrollando la ecuacién tenemos

(¥)* = 2(y)(3) + (3)* = 8z

8x

y? — 6y +9

y? — 8z — 6y + 9 = 0 Ecuacién en Forma General

5.6

ercicio

J

E

1. Determina la ecuacién en su forma ordinaria, forma general, lado recto, vértice,foco, directriz,

el eje de simetria y traza la grafica de la parabola, si los extremos del lado recto son los puntos
:\_10
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2. Determina la ecuacién en su forma ordinaria, forma general, lado recto, vértice,foco, directriz, el

eje de simetria y traza la gréifica de la pardbola, si los extremos del lado recto son: P(1,—1) y

Q(1,3) y abre hacia la izquierda
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3. Determina la ecuacion en su forma ordinaria, forma general, foco, las coordenadas de los extremos

del lado recto, directriz, el eje de simetria y traza la grafica de la pardbola, si su vértice esta en

V(1,-2), lado recto LR = 4 y abre hacia arriba
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4. Determina la ecuacién en su forma ordinaria, forma general, lado recto, vértice, directriz, el eje

| o R O T N O T B |
I S T N AR N - O SO O S N |
Lt S ek e i R e i o S ] B Bt iy R s o i Kol
I T T T O S S O O O S Y N B
RS R I R SO O SR O (O O R, N SO
R R G T T T S i

L T S A SO AN N =3 O SO N R |
bt o i ooty o e e e o o ot it Lk i P i e o
oo e e e
e v R e e e AR PR R i O e O R
T T A T T T [ I T (R T

| I ] 1 ] I ! | ) | ] [l ! 1 | I ] I
b~ ot e e ey N R s nee Al N R D (e e e i
I R R |
e SO TR T P R i Y ST ey S
L T S R O R R R
L1 A A O M R O |

|
ERIER
I
|

|
ol
I
|
011121314

|
|
-
'
-
|
I
-
|

-+
'
L
v
'

-
|
L
v
|

de simetria y traza la grafica de la pardbola, si su foco estd en F'(—2,—4) y los extremos del lado

recto son: P(—2,—6) y Q(—2,—2) y abre hacia la izquierda
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Determinar los elementos de la parabola a partir de

5.11.

forma general

P

sSu ecuacClion en

Se trata de transformar la ecuacién general a la forma ordinaria, mediante el uso del método
de completar cuadrados, agrupando los términos semejantes y completando el trinomio cuadrado

perfecto.

on en su

<7

La ecuacién de la parabola es 22 — 62 — 8y — 23 = 0, determina la ecuaci
forma ordinaria, las coordenadas de su vértice, foco, la ecuacién de la directriz y la longitud del

lado recto, las coordenadas de los extremos del lado recto, el eje de simetria y traza la grafica.

.
.

Ejemplo 1
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Se agrupan los términos:
2? —6x — 8y —23 =0

2 — 6z = 8y + 23

Completamos el trinomio cuadrado

2x( )=

2x( )=6x

6x
2x

()=3

Se completan el cuadrado y para compensar la alteracion de la ecuacion, se agregan también

éste numero en el segundo miembro de la ecuacién.

8y + 23 + (3)?

x? — 6z + (3)?

Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto

8y +23+9

(z—3)?

188



(x —3)* =8y +32

Se factoriza al coeficiente de y para obtener la forma ordinaria

(xr — 3)* = 8(y + 4) Ecuacién Forma Ordinaria

Al compararla con la forma ordinaria (z — h)? = 4p(y — k) tenemos
Vértice V(3,—4) y 4p =8

Despejando a p tenemos

dp =8
p=72
p=2

Al graficar los puntos en el plano tenemos que el foco esta en F'(3,—2)
La directriz estd en y = —6
Directrizy +6 =0

El lado recto es:

LR = |4p|
LR = |4(2)]
LR =8|
LR =38

Los extremos del lado recto son: P(—1,—-2) y Q(7,—2)

El eje de simetria es x = 3
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5.7

ordinaria, las coordenadas de su vértice, foco, la ecuacién de la directriz y la longitud del lado
recto, las coordenadas de los extremos del lado recto, el eje de simetria y traza la grafica.
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2. La ecuacién de la pardbola es y?> — 4y + 4o = 0, determina la ecuacién en su forma ordinaria,
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las coordenadas de su vértice, foco, la ecuacion de la directriz y la longitud del lado recto, las

coordenadas de los extremos del lado recto, el eje de simetria y traza la grafica.
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forma ordinaria, las

on en su

0, determina la ecuacié

3. La ecuacién de la pardbola es % + 20y

coordenadas de su vértice, foco, la ecuacién de la directriz, el eje de simetria y la longitud del lado

recto, las coordenadas de los extremos del lado recto y traza la grafica.
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forma ordinaria,

on en su

0, determina la ecuacio

4. La ecuacién de la pardbola es y? + 2y — 4x + 9
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las coordenadas de su vértice, foco, la ecuacion de la directriz y la longitud del lado recto, las

coordenadas de los extremos del lado recto, el eje de simetria y traza la grafica.
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5. La ecuacién de la pardbola es y? 4 122 — 6y + 45 = 0, determina la ecuacién en su forma ordinaria,
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las coordenadas de su vértice, foco, la ecuacion de la directriz y la longitud del lado recto, las

coordenadas de los extremos del lado recto, el eje de simetria y traza la grafica.
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6. La ecuacion de la pardbola es 2% — 8x + 6y — 8 = 0, determina la ecuacién en su forma ordinaria,
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las coordenadas de su vértice, foco, la ecuacion de la directriz y la longitud del lado recto, las

coordenadas de los extremos del lado recto, el eje de simetria y traza la grafica.
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7. La ecuacién de la pardbola es 22 — 12z + 16y — 60 = 0, determina la ecuacién en su forma

ordinaria, las coordenadas de su vértice, foco, la ecuacion de la directriz y la longitud del lado

recto, las coordenadas de los extremos del lado recto, el eje de simetria y traza la grafica.
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forma ordinaria,

on en su

0, determina la ecuacio

8. La ecuacién de la pardbola es y? — 6x + 4y + 7
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las coordenadas de su vértice, foco, la ecuacion de la directriz y la longitud del lado recto, las

coordenadas de los extremos del lado recto, el eje de simetria y traza la grafica.
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Sistemas de ecuaciones formados por: Una ecuacion
lineal y una parabola

5.12.

Ejemplo 1:Dados el siguiente sistema de ecuaciones, bosqueja la grafica y menciona cuantas

soluciones tiene el sistema y cuales son:
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Dos parabolas

Sistemas de ecuaciones formados por

5.13.

204

Ejemplo 1:Dados el siguiente sistema de ecuaciones, bosqueja la grafica y menciona cuantas

soluciones tiene el sistema y cuales son:
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Resolucién de problemas en diversos contextos
5.10

colocarse el receptor?

jercicio
1. Una antena de un sistema de tv satelital tiene un didmetro de 40 cm ;A que distancia debe

5.14.
h E

@)
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2. Si los postes de un puente colgante tienen una separacién de 300 m y los cables estan atados a ellos

a 100m por arriba del piso. ;Que longitud debe tener el puntal que esta a 20m del poste izquierdo?
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Capitulo 6

UNIDAD 5 - La Circunferencia, la
Elipse y sus Ecuaciones Cartesianas

6.1. La circunferencia y sus Ecuaciones Cartesianas

Definicién: Una circunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos tales que su distancia
a un punto fijo es constante.

Para determinar una circunferencia se requiere:
= Un punto fijo C llamado centro.

s Una distancia constante r llamada radio.

6.2. Elementos de la Circunferencia

C": Centro de la circunferencia.

r = C'P: Radio, segmento que une el centro con un punto cualquiera de la circunferencia.

d = Dy Ds,: Diametro, segmento que une dos puntos de la circunferencia pasando por el centro.
A; Ay: Cuerda, segmento de recta que une dos puntos cualesquiera de la circunferencia.

S: Secante, es una recta que corta en dos puntos a la circunferencia.

T Tangente, es una recta que toca en un solo punto a la circunferencia. Es perpendicular al
radio.

a: Arco, es la parte de la circunferencia limitada por dos puntos.
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6.3. Ecuacion de la Circunferencia

Si se tienen los puntos P(z,y) y C(h, k) al dejar fijo el centro en C'(h, k), se hace girar el punto
P alrededor de C, manteniendo la misma distancia, de tal forma que se tendra una circunferencia
con centro en el punto C' y de radio r, que es la distancia entre P y C. La expresiéon matematica
que representa a ésta circunferencia es:

(o= B+ (y = B =7

A ésta expresion se le conoce como Ecuacién Ordinaria de la Circunferencia con centro

en C(h, k).

6.4. Ecuacion General de la Circunferencia

Al desarrollar las potencias de la forma ordinaria y reordenando términos, se obtiene la forma
general de la ecuacién de la circunferencia.

(= )+ (g = K =12

x? — 2hx + h* +y* — 2ky + k* = r?

2?2 +y? —2hx —2ky +h2+ k> —1r2=0

Los pardmetros constantes son:
D=-2hE=-2kyF=n+k*-1r?

Por lo que la forma general de la circunferencia es:

2>+ +Dr+Ey+F=0
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z

nimo comun

3

Si alguno de los nuevos parametros es un numero racional, se multiplica por el m

multiplo de los denominadores y resulta:

=C

Ar? +Cy*+ Dz + Fy+ F=0con A

Ecuacion de la Circunferencia con Centro(h, k) y Ra-

dio r

6.5.

de la circunferencia con centro en C(3,4) y radio r =5y

on

ez

Encontrar la ecuaci

Ejemplo 1
traza la gréfica.
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4 y traza la
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1. Encontrar la ecuacién de la circunferencia con centro en C'(—1,2) y radio r

2. Encontrar la ecuacion de la circunferencia con centro en C'(—3, —5) y radio r = 3 y traza la grafica
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3. Encontrar la ecuacién de la circunferencia con centro en el origen y radio r = 6 y traza la grafica
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4. Encontrar la ecuacién de la circunferencia con centro en C'(3,2) y radio r = 4 y traza la grafica
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4 y traza la grafica

110 (11 112 (13

19

18

5. Encontrar la ecuacion de la circunferencia con centro en C'(—2,3) y radio r

110 (11 112 (13

6. Encontrar la ecuacién de la circunferencia con centro en C(5, —1) y radio = 10 y traza la grafica
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7y traza la grafica

7. Encontrar la ecuacién de la circunferencia con centro en C'(—2,5) y radio r
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Ecuacion de la Circunferencia definida por los extre-

6.6.

mos de uno de sus diametros

Para determinar la ecuacion ordinaria de la circunferencia es necesario conocer las coordenadas

del centro y el valor del radio.

Para calcular el centro, tomamos los extremos del didmetro y determina el punto medio de

ellos. Obteniendo con ello el centro de la circunferencia.

Para calcular el radio: Obtenemos la distancia que existe entre el centro y cualquiera de los

extremos del didmetro.

De ésta manera al contar con el centro y el radio podemos obtener la ecuacién de la circunfe-

rencia en su forma ordinaria.
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traza su grafica si el segmento de

la 'y

de la circunferenc

recta que une A(5,—1) y B(—7,—5) es un didmetro.

i6n

Determina la ecuac

Ejemplo 1
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&
b

6.2:

,JErC1C10

E

1. Determina la ecuacion de la circunferencia y traza su grafica si el segmento de recta que une

A(0,0) y B(—8,6) es un didmetro.
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2. Determina la ecuacion de la circunferencia y traza su grafica si el segmento de recta que une
A(—=2,5) y B(4,—3) es un didmetro.
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3. Determina la ecuacién de la circunferencia y traza su grafica si el segmento de recta que une A(5, 2)
y B(—1,4) es un diametro.
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4. Determina la ecuacion de la circunferencia y traza su grafica si el segmento de recta que une

A(=3,—7) y B(5,3) es un didmetro.
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5. Determina la ecuacion de la circunferencia y traza su grafica si el segmento de recta que une

A(—4,1) y B(8,9) es un didmetro.
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6. Determina la ecuacién de la circunferencia y traza su grafica si el segmento de recta que une A(4, 2)
y B(—2,3) es un didmetro.
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7. Los extremos del didmetro de una circunferencia son los puntos A(—3,4) y B(3,—4). Determina

las coordenadas del centro, cuanto mide el radio,cual es la ecuacién de la circunferencia y traza la

grafica.
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.z

8. Determina la ecuacién de la circunferencia cuyo didmetro es el segmento A(3,4), B(—7,2). Cual

es el valor del radio y las coordenadas del centro. Traza la grafica.

18 19 110 111 112 113
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9. Determina la ecuacién de la circunferencia cuyo didmetro es el segmento A(3, —2), B(5,4). Cual
es el valor del radio y cuales son las coordenadas del centro. Traza la gréafica de la circunferencia
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10. Determina la ecuacién de la circunferencia cuyo didmetro es el segmento A(3,6), B(—5,2). Cual
es el valor del radio y cuales son las coordenadas del centro. Traza la gréafica de la circunferencia.
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6.7. Ecuacién de la circunferencia con el centro(h, k) y un
punto P(z,y) por donde pasa

Para encontrara la ecuacion ordinaria de la circunferencia hace falta conocer la longitud del
radio, es decir la distancia entre el centro y el punto dado. Con estos datos se puede obtener la

ecuacion ordinaria de la circunferencia.

Ejemplo 1: El centro de la circunferencia es el punto C'(4,2) y pasa por el punto P(—1,—1)

Determina el radio con la distancia entre los puntos.

r1 U T2 Y2

Sustituimos los valores en la férmula d = /(x5 — 21)% + (y2 — y1)? y tenemos:

r=(C1— 47 + (-1 -2)

r =34
Sustituimos las coordenadas del centro y el radio en la ecuacién ordinaria (z—h)*+(y—k)* = r2.

h k
C4, 2) y r=+34
(=4 +(y—2)° = (V34)

(r —4)? + (y — 2)* = 34 Ecuacién Forma Ordinaria

Desarrollando la ecuacién tenemos:
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v = 2(x)(4) + (4)° +y° = 2(y)(2) + (2)* = 34

22 —8r+16+9* —4y+4—-34=0

22 + 9% — 8z — 4y — 14 = 0 Ecuacién Forma General

&,

<=

6.3

,JErC1C10

E

1. El centro de la circunferencia es el punto C'(—3,1) y que pasa por el punto P(5, —3)
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2. El centro de la circunferencia es el punto C(—1,3) y que pasa por el punto P(2, —1)

110 (11 112 (13

IR
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3. El centro de la circunferencia es el origen y que pasa por el punto P(—3,2)

110 (11 112 (13

IR
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4. El centro de la circunferencia es el punto C'(—1,3) y que pasa por el punto P(3,—9)

110 (11 112 (13

IR
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5. El centro de la circunferencia es el origen y que pasa por el punto P(—5, —4)

110 (11 112 (13

IR
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6. El centro de la circunferencia es el punto C'(6,8) y que pasa por el punto P(—4, —2)

110 (11 112 (13

IR
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7. El centro de la circunferencia es el origen y que pasa por el punto P(7,—6)

110 (11 112 (13

IR
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Ecuacion de una circunferencia dado el centro y la

6.8.

de una de sus rectas tangentes

rd

ecuacClon

Determina la distancia que hay del centro a la recta tangente para obtener el radio y poder

sustituir en la ecuacién ordinaria.

Determina la ecuacion de la circunferencia con centro C'(5, —3) y es tangente a la

recta 10z — 6y +9 =0

Ejemplo 1
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Escribimos la ecuacion de la recta en la forma pendiente ordenada para trazar la grafica.

102 — 6y +9=0

—6y = —10x — 9

_ -10 9
Y= -6 5

obtenemos que m
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Determina la distancia que hay del centro a la recta tangente al sustituir en la féormula
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r = |30L1849)

||
136

Sustituimos los valores del centro y del radio en la ecuacién ordinaria de la circunferencia

r
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(x —5)%+ (y + 3)?

(77)2
~ (V136)?

(x —5)%+ (y + 3)?

Forma Ordinaria

5929 - 7
e Ecuaciéon

(. =5)*+ (y +3)?

Desarrollando la ecuacién tenemos:

5929
136

2? = 2(x)(5) + (5)* + ¥ + 2(y)(3) + (3)*

0

5929
136

22— 102+ 25+ 2 + 6y +9 —

0 Ecuacién Forma General
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2?2 +y? — 10z + 6y —
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6.4

,Jercicio

E

1. Determina la ecuacién de la circunferencia con centro C(0,7) y que es tangente a la recta

3v—4y—32=0
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2. Determina la ecuacién de la circunferencia con centro C'(0,0) y que es tangente a la recta 5z +
12y — 26 =0
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3. Determina la ecuacién de la circunferencia con centro C(4,5) y que es tangente a la recta 3z —
dy—2=0
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4. Determina la ecuacién de la circunferencia con centro C(3,0) y que es tangente a la recta 2z —
3y—1=0
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5. Determina la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es el punto C'(—1,2) y que es tangente a

_?43: — 7. Determina la longitud del radio. Traza las graficas de la circunferencia y la

la recta y
recta.

239



6. Determina la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es el punto C(1,5) y es tangente a la recta

y = —2x + 2. Cual es el valor del radio. Traza la grafica de la circunferencia y la recta.
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6.9. Ecuacion de la Circunferencia con centro sobre una
recta dada y que es tangente a otra recta

Ejemplo 1: Determina la ecuaciéon de la circunferencia que es tangente a la recta 2z —y+1 =0
en el punto (2,5) y el centro estd sobre la recta x +y — 9 = 0.

10 111 112 113

P R e

Convertimos las rectas en su forma pendiente ordenada para graficar.

Recta tangente Recta que contiene al centro
2¢—y+1=0 r+y—9=0

y=2xr-+1 y=—x+9
m=2yb=1 m=-1yb=9

La recta que pasa por (2,5) y es perpendicular a la recta tangente 2z — y + 1 = 0 pasa por el
centro del circulo.

Determina la pendiente perpendicular m; = =%
m
— =1
m, = 5

Determina la ecuacién de la recta perpendicular a la recta tangente con el punto (2,5) y la
pendiente perpendicular

)|

(2a 5) y myp= _71
y—5=F(r-2)
2y —5) = —1(z — 2)

20—10= —2x + 2
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T+2y—10—-2=0
T+2y—12=0

Trazamos la recta en la grafica y para determinar las coordenadas del centro, es necesario re-
solver el sistema:

x+2y-12=0
x+y-9=0

El centro esta en C(6, 3).
Determina la distancia del centro C(6,3) al punto (2,5) para determinar la longitud del radio.
1 N T2 Y2

C6, 3) y P(2, b)
r=+/2-67+ (-3

r = /20

Sustituimos las coordenadas del centro y la longitud del radio en la ecuacién ordinaria (z —
h)?+ (y —k)? =12

h k
C6, 3) y r=+720
(x —6)? + (y — 3)* = (V20)?
(x — 6)? + (y — 3)® = 20 Ecuacién Forma Ordinaria
Desarrollando la ecuacién tenemos:
z? — 2(x)(6) + (6)* + 3 — 2(y)(3) + (3)* = 20

22— 120 +36+y?> —6y+9—20=0

22 4+ y* — 122 — 6y + 25 = 0 Ecuacién Forma General
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6.5

,JErC1C10

E

1. Determina la ecuacion de la circunferencia que es tangente a la recta 3z — 4y — 4 = 0 en el

punto (—4,—4) y el centro esta sobre la recta x +y +7 = 0.
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2. Determina la ecuacién de la circunferencia que es tangente a la recta 5z —y — 3 = 0 en el punto

(2,7) y el centro esta sobre la recta z + 2y — 19 = 0.
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Ecuacion de la Circunferencia que pasa por tres pun-

tos no alineados

6.10.

Determina la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A(2,5),

B(3,-2), C(—4,—3).

Ejemplo 1
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Determina la ecuacién de dos mediatrices.

Mediatriz AB

Determina el punto medio de Ay B

—~
[N
>0
?
—_ - [a\]
5§ T

aella}

10|

La pendiente de Ay B

Y2—Yy1
To—T1

m =

Determina la pendiente perpendicular

=1
m

m, =

miAB

|~

miaAB
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Determina la ecuacion de la mediatriz de AB con el punto medio de AB y la pendiente per-
pendicular

1 U1
5 3 1
Pmap(s, 3) ¥y miap=3

La ecuacién de la mediatriz es: x-7Ty+8=0
Mediatriz AC

Determina el punto medio de A y C'

T T Y2
A(2> 5) y C(_47 _3)

El punto medio de AC es Pm(—1,1)

Determina la pendiente de AC

4
mac = 3

La pendiente perpendicular de AC'

_ _3
miac = —y

Determina la ecuaciéon de la mediatriz de AC con el punto medio de AC' y la pendiente per-
pendicular
Pmac(=1, 1) vy miac=7

La ecuacién de la mediatriz es: 3x+4y-1=0
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Para encontrar el punto de interseccién de las mediatrices (Circuncentro).

Utilizamos las ecuaciones de las mediatrices de AB y AC para determinar las coordenadas de
su punto de interseccion

El centro estd en C'(—1,1)

Determina la longitud del radio de la circunferencia del centro a uno de los extremos

El radio es r=5
Sustituimos en la ecuacién ordinaria de la circunferencia

, 1)y r=5
(z+1)2+(@y—1)?%=(5)

(r +1)* + (y — 1)*> = 25 Ecuacién Forma Ordinaria
Desarrollando la ecuacién tenemos:

22+ 2(x)(1) + (1) +y* = 2(y)(1) + (1) =25

2+ 2r+1+9y*—2y+1-25=0

22 +y? + 22 — 2y — 23 = 0 Ecuacién Forma General
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6.6

,JErC1C10

E

.z

1. Determina la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A(4, —5), B(6,1), C(0, 3).
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2. Determina la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A(—5,2), B(1,2), C(3,0).

110 (11 112 (13

19

18
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1 de

Relacion entre las ecuaciones ord

la circunferencia

6.11.

inaria y genera

Para obtener la ecuacién de la circunferencia en su forma ordinaria, se agrupan los términos

dependiente al

segundo miembro de la igualdad. Completando los trinomios cuadrados perfectos y factorizando,

se obtiene la ecuacion de la circunferencia en su forma ordinaria.

6 in

s

, los que contienen a las y, trasladando el termin

’

asl coImo

que contienen a x,

1 de una circunferencia es: z? + y*> — 4x — 2y — 4 = 0,

determina la ecuacion en su forma ordinaria, la longitud del radio y las coordenadas del centro.

Traza la grafica.

on genera.

Si la ecuacid

Ejemplo 1

Como a la ecuacién que queremos llegar es la forma ordinaria de la circunferencia (x — h)? +

(y — k)? = r?. Agrupamos los términos

22+t —dr—2y—4=0

e —dr+y? -2y =4

Necesitamos completar los trinomios

e —dr+ +yP -2y =4
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Para obtener el tercer termind despejamos a partir del segundo terminé



Completando el trinomio cuadrado para cada variable, tenemos:

2 —dr+ (27 +y? =2y + (1)2 =4+ (2)? + (1)

Factorizando los trinomios tenemos

44+4+1

(=2 4+ (y — 1)?

(x =2+ (y—1)*=9

A partir de la ecuacién ordinaria de la circunferencia, tenemos

Centro(2,1) y r* =9

r=+9

r=3u

Si la ecuacién de una circunferencia es: 5% + 5y? — 30z — 20y — 80 = 0, determina
forma ordinaria, las coordenadas del centro, la longitud del radio y traza la grafica.

Ejemplo 2
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6.7

en forma ordinaria, las coordenadas del centro, la longitud del radio y traza la grafica.

,JErC1C10

E

1. Si la ecuacién de una circunferencia es: 2% 4+ y? — 12z — 4y + 14 = 0, determina su ecuacién
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forma

<7

111a Su ecuacClon €n

22 +1y? — 62 — 4y — 3 = 0, determ

, las coordenadas del centro, la longitud del radio y traza la grafica.

.7

2. Si la ecuacion de una circunferencia es

maria

ord

18 19 110 111 112 (13
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forma

.7

111a Su ecuaclion en

22 +y% —4x+6y+12 = 0, determ

, las coordenadas del centro, la longitud del radio y traza la grafica.

ez

3. Sila ecuacion de una circunferencia es

maria

ord

70819 (10111 (12 13
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0, determina su ecuacion en forma

22 +y? + 62 — 4y +9
, las coordenadas del centro, la longitud del radio y traza la grafica.

7

4. Si la ecuacion de una circunferencia es

maria

ord

18 19 110 111 112 113
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.z

1I11a Su ecuacion €n

22+ y? + 8x — 12y — 12 = 0, determ

, las coordenadas del centro, la longitud del radio y traza la grafica.

.z

5. Si la ecuacién de una circunferencia es

maria

forma ord

70819 (10111 (12 13
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.z

111a Su ecuacion

traza la grafica.

222 + 2y% — 162 + 18y — 148 = 0, determi

.7

6. Sila ecuacién de una circunferencia es

, las coordenadas del centro, la longitud del radio y

maria

en forma ord

0111213141516 171818 (1011 112 (13
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.z

111a Su ecuacion €n

322 + 3y? — 8z + 9y — 2 = 0, determ

, las coordenadas del centro, la longitud del radio y traza la grafica.

.z

7. Si la ecuacion de una circunferencia es

maria

forma ord

70819 (10111 (12 13
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Sistemas de Ecuaciones No Lineales

6.12.

Dados los siguientes sistemas de ecuaciones, en cada caso, bosqueja la grafica y menciona cuan-

tas soluciones tiene el sistema y cuales son:

Ejemplo 1:

y=x>+3
x4+ y*=3

La ecuacién 22 + y? = 3 corresponde a una circunferencia ya que si la comparas con tu formu-

r? donde los valores de h y k son las

coordenadas del centro de la circunferencia y r es el valor del radio.

I R ™
I I
o P
e Mo
[ M
50, > E
/I\y(\n
+ ++ 8
S N
mxo\
_ _
ST

-

~ &

De la pardbola y = 2% 4+ 3 determinamos su ecuacién en forma ordinaria

En éste caso se obtiene:
y—3 =22

Centro(0,0)

lario la ecuacién tiene la estructura de (z — h)? + (y — k)?
2

y—3=(r—0)>2

1(y —3)

Se obtiene el vértice V(0,3) y 4p =1

(z—0)?

1

4

p

Al construir la gréafica del sistema, se observan los puntos donde ambas curvas se intersectan.
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Al no intersecarse, el sistema no tiene solucion.

Para resolver el sistema analiticamente, despejamos en ambas ecuaciones a x>

y=x>+3----- 2=y —3
4y?=3---12=3—y?

Igualando las x?

1? = 12
y—3=3-y°
2 —
vy +y—6=0
a=1 b=1 c¢=-6

_ —(MEV/(1)?—4(1)(=6)
B 2(1)

_ —1£4/1-4(-6)

y= 2
_ —1k/IF24
Y= 2
_ —1+V25
by=—"2—
. v = ;12+5
Y= % Sy = 3
Y1 =2
\{ Yo = _;2_5
Y2 =5
Yo = —3
Al sustituir y = 2 en la primera ecuacion tenemos
y=ax>+3
y=2
2=1a%+3
2 —3 =22
—1 =2z

Como no hay un nimero que elevado al cuadrado me de un nimero negativo al sustituir y = 2
el sistema no tiene solucion
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Al sustituir ¥y = —3 en la primera ecuacién tenemos

Como no hay un nimero que elevado al cuadrado me de un niimero negativo al sustituir y

el sistema tampoco tiene solucion

* s

solucion.

Ejemplo 2

Por eso es que graficamente las ecuaciones no se intersectan. Por lo tanto el sistema no tiene
_l’_
o



Ejemplo 3

262



Ejemplo 4
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6.8 Dado los siguientes sistemas de ecuaciones no lineales, en cada caso, bosqueja
la grafica y menciona cuantas soluciones tiene el sistema y cuales son:

,JErC1C10

E

y=x+3
x4+ 92 =16
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6.13. La Elipse y sus Ecuaciones Cartesianas

Definicién: La elipse es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos
fijos es constante. A estos puntos fijos se les llama focos de la elipse.

6.14. Meétodo del Jardinero

La curva trazada se llama elipse, los puntos fijos que se consideran como referencia para trazar
la curva se llaman focos y su distancia se denomina distancia focal.

Si se coloca un sistema de ejes coordenados de manera que el eje de las abscisas coincida con
la distancia focal y el eje de las ordenadas coincida con el punto medio de la distancia focal se
observa que existe simetria de la elipse con respecto al eje X, la porcion de curva trazada en la

parte superior es simétrica a la parte inferior, asi mismo se observa que existe simetria con respecto
al eje Y, la porcién de la curva del lado derecho es simétrica a la del lado izquierdo.

6.15. Elementos o puntos notables de la Elipse

Vértices: Son los puntos que se ubican en los extremos del eje mayor: V7 y V5
Focos: Son los puntos F} y F5.

Eje Mayor: Es el segmento de recta que pasa por los focos cuyos extremos son los puntos V;
y V5 y su longitud es 2a.

Eje menor: Es el segmento de recta que pasa por el centro de la elipse, perpendicular al eje
mayor y cuyos extremos son By y Bs. Su longitud es 20.

Distancia focal: Es el segmento de recta cuyos extremos son los dos focos y su longitud es 2c.

Lado recto: Es el segmento de recta perpendicular al eje mayor, que pasa por cada uno de los
focos y cuyos extremos son dos puntos de la elipse.

Centro: Es el punto medio del eje mayor y del eje menor. El centro se puede ubicar en el
origen o fuera de él en C(h, k).
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a= La distancia del centro al vértice

b= La distancia del centro al extremo del eje menor

c= La distancia del centro al foco

Si el centro de la elipse estd en el origen y el eje mayor es paralelo a alguno de los ejes por

ejemplo con el eje de las abscisas notamos que b y ¢ son los catetos de un tridangulo rectangulo
cuya hipotenusa es a, por lo que la relacién pitagérica de los pardmetros es: a? = b + c2.

B, P(xy)

AT,

'\ R c chk 5/2
\\L 1/
)

| h

6.16. Excentricidad, Directriz y Lado Recto de la Elipse

Excentricidad: Se define como la razon de la distancia focal con respecto a la longitud del
eje mayor. La excentricidad toma valores entre 0 y 1.

— 2c
€= 3
e=*<
a

Calculo de la excentricidad

aaaaaaaaaaaaa

Si los vértices son Vi(5,0) y Vo(—5,0) y los extremos son B(0,5) y B(0,—5).
El centro de la elipse es el punto medio de los vértices en éste caso C(0,0)
a=la distancia del centro al vértice.

a=>
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b=la distancia del centro al extremo.
b=>5
Los parametros cumplen la relacion pitagorica

a? =0 +c?

52 = 5% + ¢
25 = 25 + 2
2 =25-25
=0
c=+0
c=0

Comparemos con otros datos el valor de la excentricidad.

Vi1(5,0), Va(—=5,0) y B1(0,4), By(0,—4) V1(5,0), Va(=5,0) y B1(0,3), B2(0,—3)
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V1(5,0), Vo(=5,0) v B1(0,2), By(0,—2) V1(5,0), Vo(—=5,0) v B1(0,1), By(0, —1)

Como la elipse tiene dos focos tendra dos directrices cuyas ecuaciones cuando el eje mayor
estd sobre el eje de las abscisas son respectivamente:

Si los focos estéan sobre el eje de las ordenadas, las ecuaciones de las directrices son:

y+e=0yy—¢=0

e

Lado Recto: Es equivalente a LR = %

6.17. Ecuacion de la Elipse con centro en C(h,k) y eje ma-
yor paralelo a uno de los ejes coordenados

Al desplazar la grafica de la elipse en el plano su forma y sus dimensiones no cambian por lo
que sus parametros a, b, ¢ y la suma de las distancias de cualquier punto que se encuentra sobre
la elipse a los focos se conservan.

Solo varian las coordenadas de los puntos situados en el plano, si la elipse se desplaza h uni-
dades paralela al eje de las abscisas y k£ unidades paralela al eje de las ordenadas, el centro tiene
coordenadas C'(h, k) y todos sus puntos se desplazan esas mismas unidades y en la misma direccién
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El valor de la variable x corresponde a la distancia que hay del centro a la abscisa del punto
P, y la variable y corresponde a la distancia que hay del centro a la ordenada del punto P, estas
distancias corresponden a x — h y y — k respectivamente.

Elipse Horizontal

Si el centro de la elipse es el punto C(h, k) y el eje mayor tiene la direccion del eje de las X,
ecuacion de la elipse es de la forma:

(m;2h)2 + (9;21“)2 -1

Que corresponde a la ecuacién ordinaria de la elipse con centro C(h, k) con eje mayor paralelo
al eje X.

Los puntos notables de la elipse horizontal son:
Focos: Fi(h — ¢, k) y Fo(h+ ¢, k)
Vértices del eje mayor: Vi(h —a, k) y Va(h + a, k)

Extremos del eje menor: By(h,k +b) y Ba(h,k — b)

Elipse Vertical

Si el centro de la elipse es el punto C'(h, k) y el eje mayor tiene la direccion del eje de las Y, la
ecuacion de la elipse es de la forma:

(@=hf | k2 g

a2

Que corresponde a la ecuacién ordinaria de la elipse con centro C'(h, k) con eje mayor paralelo
al eje Y.

Los puntos notables de la elipse son:
Focos: Fi(h,k+c)y Fy(h,k —¢)
Vértices del eje mayor: Vi(h,k 4+ a) y Vo(h,k — a)

Extremos del eje menor: By(h — b, k) y Ba(h + b, k)
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B4(h-b,k

6.18. Ecuacion General de la Elipse

Para obtener la ecuacién general de la elipse se parte de la ecuacién ordinaria de la elipse
considerando que es paralela al eje de las abscisas o bien es paralela al eje de las ordenadas.

Por ejemplo a partir de la ecuacién ordinaria de la elipse, con eje mayor paralelo al eje de las
abscisas.

(z—h)?
a2

+ (9;5)2 =1

Se multiplica la ecuacién por a?b? y se desarrollan las potencias.
a’b? (%—?2 - (y;—zk){z = 1>

V2(x — h)? + a*(y — k)? = a®b?

b (2% — 2hx + h?) + a®(y* — 2ky + k?) = a®b?

b a2 — 20%ha + b?h? + a®y? — 2aky + a’k? = a®V?

b a? + a’y? — 20%hx — 2a’ky + a®k? + b*h? — a®b? = 0

Al utilizar un proceso similar para la ecuacién ordinaria de la elipse paralela al eje de las orde-
nadas (eje Y) se obtiene

a’x? + b*y? — 2a%hx — 20%ky + a*h? + b*k* — a®* = 0
Los coeficientes de 22 y 3% son siempre positivos. Ademds ambas expresiones tienen la misma
estructura algebraica, es decir, una ecuacion de segundo grado en dos variables. Independiente-

mente de si la elipse es paralela al eje de las X o al eje de las Y.

La forma general de la elipse es:
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Expresa a la elipse en su forma ordinaria y en su forma general. Determina cuales

272

Ax* + Cy? + Dx + Ey+ F = 0 con A pero del mismo signo

Si la elipse tiene eje mayor paralelo al eje de las abscisas A < C'y si es paralelo al eje de las

ordenadas A > C

Determ

6.19.

dados tres de sus elementos

Ejemplo 1

son las coordenadas de los extremos, centro, foco, lado recto y traza la grafica de la elipse si tiene

vértices en V1 (6, —2), Va(—4,—2) y un foco estd en F(4, —2).



: 6.9
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1. Expresa a la elipse en su forma ordinaria y en su forma general. Determina cuales son las

coordenadas de los focos, centro, lado recto y traza la grafica de la elipse si tiene vértices en

Vi(1,2), V5(7,2) y sus extremos del eje menor estan en By (4,4).
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nadas de los focos, centro, lado recto y traza la gréfica de la elipse si tiene vértices en V;(—1,2),

2. Expresa a la elipse en su forma ordinaria y en su forma general. Determina cuales son las coorde-
V5(5,2) v sus extremos del eje menor estan en By(2,4).
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nadas de los vértices, centro, lado recto y traza la gréfica de la elipse si tiene focos en F;(3, —1),

3. Expresa a la elipse en su forma ordinaria y en su forma general. Determina cuales son las coorde-
F5(3,5) y la longitud del eje mayor mide 10 unidades.
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Expresa a la elipse en su forma ordinaria y en su forma general. Determina cuales

son las coordenadas de los vértices, extremos, centro, lado recto y traza la grafica de la elipse si

tiene focos en Fy(—4, —1), F5(2, —1) y excentricidad igual a 2.

Ejemplo 1
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6.10

,JErC1C10

E

1. Expresa a la elipse en su forma ordinaria y en su forma general. Determina cuales son las

coordenadas de los vértices, extremos, centro, lado recto y traza la grafica de la elipse si tiene

focos en F1(—1,0), F5(—1,8) y excentricidad igual a 3.
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2. Expresa a la elipse en su forma ordinaria y en su forma general. Determina cuales son las coorde-

nadas de los focos, extremos, centro , lado recto y traza la grafica de la elipse. Si tiene vértices en

V1(0,2), V5(0,6) y excentricidad igual a 3.
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3. Determina los elementos faltantes, traza la grafica y encuentra la ecuacién de la elipse en su forma

ordinaria y general de la elipse con centro en C(6,5), longitud del eje mayor 10, y uno de sus focos

se encuentra en F'(3,5)
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4. Determina los elementos faltantes, traza la grafica y encuentra la ecuacién de la elipse en su forma

ordinaria y general de la elipse con centro en C(2,3), vértice en V5(2,8)y uno de sus focos se

encuentra en Fy(2,6)
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5. Determina los elementos faltantes, traza la grafica y encuentra la ecuacién de la elipse en su forma

ordinaria y general de la elipse con centro en C(0,1), vértice en V5(5,1)y uno de sus focos se

encuentra en F(3,1)
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6. Determina los elementos faltantes, traza la grafica y determina la ecuacion de la elipse en su forma

ordinaria y general de la elipse con centro en C(0,0), vértice en Vi(—4,0)y uno de sus focos se

determina en Fy(2,0)
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7. Expresa a la elipse en su forma ordinaria y en su forma general. Determina cuales son las coorde-
nadas de los vértices, extremos, focos, lado recto y traza la gréafica de la elipse si tiene centro en
C'(2,3), eje mayor igual a 12, paralelo al eje de las abscisas, y eje menor igual a 8 .
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8. Expresa a la elipse en su forma ordinaria y en su forma general. Determina cuales son las coorde-
nadas de los vértices, extremos, focos, lado recto y traza la gréafica de la elipse si tiene centro en
C'(—4,5), semieje mayor igual a 9, paralelo al eje de las ordenadas, y semieje menor igual a 7 .
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6.20. Determinacién de los elementos de la elipse a partir
de su ecuacién general

Para determinar los elementos es necesario transformar la ecuacién general, a su forma ordina-
ria, para lo cual se utiliza la técnica de completar el trinomio cuadrado perfecto.

Ejemplo 1: De la ecuacién de la elipse 422 + 9y? — 242 — 90y + 225 = 0. Determina su forma
ordinaria, las coordenadas de los vértices, extremos, focos, centro, lado recto, la excentricidad y
traza la grafica.

4% + 9y? — 24x — 90y + 225 =0

El terminé independiente se traslada al segundo miembro de la ecuacién y se factoriza el co-
ciente cuadratico de cada una de las variables.

4a? — 24x + 9y* — 90y + 225 =0
4(x? — 6x) + 9(y* — 10y) = —225
Completamos cada uno de los cuadrados
2x()=tx  2y( )=ty
2x( )=6x 2y( )=10y
=% =
()=3 ()=5

Se completan los cuadrados y para compensar la alteracién de la ecuacién, se agregan también
estos nimeros en el segundo miembro de la ecuacion, pero deben de ir multiplicados por el coefi-
ciente cuadratico correspondiente

4(x? — 62 + (3)%) + 9(y* — 10y + (5)?) = —225 + 4(3)* + 9(5)?
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Cada trinomio cuadrado perfecto se factoriza como el cuadrado de un binomio
4(x —3)* +9(y — 5)* = —225 +4(9) + 9(25)

4(x —3)2+9(y — 5)? = —225 + 36 + 225

4(x —3)2+9(y — 5)* =36

Se dividen ambos miembros entre 36

4(z—3)? + 9(y—5)% _ 36
36 36~ 36

Al simplificar se obtiene

@9 | @52 _
9 s 4 =1

Como el terminé mayor esta debajo x , se trata de una elipse horizontal

@=h? | w=h? _

a? b2

Si se compara con la ecuacién ordinaria y en forma directa se obtiene:

Centro(3,5)

32:22+62
9=4+¢
2=9-4

c=5
El eje mayor mide 2a al sustituir tenemos que mide 2(3) = 6
El eje menor mide 2b al sustituir tenemos que mide 2(2) = 4
La excentricidad es e = £

V5

=3

La longitud del lado recto es LR = %
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6.11

ercicio
las coordenadas de los vértices, extremos, focos, centro, lado recto, la excentricidad y traza

la gréfica.

Graficando los puntos tenemos que los vértices son:
A

Los focos son
Los extremos son:

E

1. De la ecuacién de la elipse 922 + 4y? — 182 + 16y — 11 = 0. Determina su forma ordinaria,

@
oS
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2. De la ecuacién de la elipse 422 + 9y? — 48z + T2y + 144 = 0. Determina su forma ordinaria, las

coordenadas de los vértices, extremos, focos, centro, lado recto, la excentricidad y traza la gréfica.
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3. De la ecuacién de la elipse 922 + 4y? — 182 + 16y — 11 = 0. Determina su forma ordinaria, las

coordenadas de los vértices, extremos, focos, centro, lado recto, la excentricidad y traza la gréfica.
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4. De la ecuacién de la elipse 4% + 9y? — 48z + 72y + 144 = 0. Determina su forma ordinaria, las

coordenadas de los vértices, extremos, focos, centro, lado recto, la excentricidad y traza la gréfica.
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, las coordenadas

maria

.7

5. De la ecuacién de la elipse 922 + 16y* — 576 = 0. Determina su forma ord

de los vértices, extremos, focos, centro, lado recto, la excentricidad y traza la gréfica.

0111213141516 171818 (1011 112 (13
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, las coordenadas

maria

.7

6. De la ecuacién de la elipse 4922 + 4y? — 196 = 0. Determina su forma ord

de los vértices, extremos, focos, centro, lado recto, la excentricidad y traza la gréfica.

0111213141516 171818 (1011 112 (13
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, las coordenadas

maria

7. De la ecuacién de la elipse 2522 + 16y? — 400 = 0. Determina su forma ord

de los vértices, extremos, focos, centro, lado recto, la excentricidad y traza la gréfica.

70819 (10111 (12 13
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8. De la ecuacién de la elipse 322 +4y? — 242 + 36 = 0. Determina su forma ordinaria, las coordenadas

de los vértices, extremos, focos, centro, lado recto, la excentricidad y traza la gréfica.
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9. De la ecuacién de la elipse 222 + 3y?> — 8z + 24y + 44 = 0. Determina su forma ordinaria, las

coordenadas de los vértices, extremos, focos, centro, lado recto, la excentricidad y traza la gréfica.
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, las coordenadas

maria

<7

10. De la ecuacién de la elipse 322 + 2y* — 62 — 3 = 0. Determina su forma ord

de los vértices, extremos, focos, centro, lado recto, la excentricidad y traza la gréfica.
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11. De la ecuacién de la elipse 3x? + 2y? — 62 — 4y — 1 = 0. Determina su forma ordinaria, las coor-

denadas de los vértices, extremos, focos, centro, lado recto, la excentricidad y traza la grafica.
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12. De la ecuacién de la elipse 222 + 3y* + 42 — 6y — 1 = 0. Determina su forma ordinaria, las coorde-

nadas de los vértices, extremos, focos, centro, lado recto, la excentricidad y traza la grafica.
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13. De la ecuacién de la elipse 422 + 3y* — 8z + 6y — 5 = 0. Determina su forma ordinaria, las coorde-

nadas de los vértices, extremos, focos, centro, lado recto, la excentricidad y traza la grafica.

[ T T T T S T T S A S S B S S B
L O S N T R A A < S N S N N O
e R P e e e T T e T Lol Tl o s p= i
L T R R T B O B B S
N I N O o WO B (O %
R e R
[ R S R N N R R A = SO N S RO N O B
bt b e Vel iz R pesed: epl b ppee o) e lopeat ity Dkl e judke lasy e of
L O T T T S B | L= T T T T S B
R s v v R el VSRS A ool e e oA e
A T I A R T I T [T B TR I T
! ) ! ) | I ! ] ! | e, I 1 1 1 1 | 1
bl A T ricuia i Ed R ey [Pae<s N S (N (R A A R i iy R |
[ R R R
S A Y b S Y S Y i
R L
R Y S A T N N Y e U A Y NN S SO B
e Rl | S Rk e i e e e (e T e e [ R
I e R
A Y e S N S Y i
S R e T Py S S S e ey
[EE RN | BN S T SRR S S IR L S (R | R R R
[ i it Rt kS el (it it et iy Rl i Rt
1 | ] ] ] ' 1 ] | ] kil ] ] 1 ] ] 1 ] 1
B e S e e e et e S B S e S S
R R P R R
N [ i
e | e T L T e e R T T b P
I L e
RO JE SO R S T T R O i R N R S S R
R R R
S RROC RO Rl el P KSR SR oyl R FER SO [V St ATy Gty (RN et R
[ S it Rt e B e [ ot i T i R
e
o @ @ ~ oo © Tpoop o o< of ooy @ T 9 o
amdemsbsdocbalcdleabadidbodaa b b L odasbadcbadozL
T T B R
| 1 | 1 | ) 1 | 1 | Lyl | 1 ] X 1 1l |
o o et ok e o e e i R o (o ot et B e Pt e S o
[ T T 3 R R T R B B
R T T S S SO TR S S A Y S Y N SN N S
R e o Tk P T I T e el [t I e Rl i ey
L O S R B N B B S R SR N S RO B
B B e e e S it fby ek b bl s Bt sl Bl niels Bt s bl
[ T e R A A %S R R T R B B
[ SN PR IR (TR RO S N V) OSSO o L N O S L
I P T
I R S T N N B S 2 v U i
e SR PRl YRS PSS R I e ooyl o IR (Y ke vty iaRan] ey (Rl S
T T T T T S A O S R S B S B
R N S S Ny AU S Y S S SO S
T R N e N | i R
Vol i s el i (R | L e
it B s s i i E S Sy Sl i R i Rl i Bty B
[ T T O S A A - T R SO S B B B
A Y R Sy T Y S g
R R
sllaatladl UL I e o o DRSNS S
B P (o e o i Rt e 2 e i e s I |
I L A e
S Y S sy e s E
R R R R
R P Y AT A A Y P A N Y U S SO
B e (e i o et i P (i ety Sy et T
I S

299



Resoluciéon de problemas en diversos contextos

6.21.

&
&

)

.
.

6.12

Jercicio

E

la distancia

’

, asl CoImo

1. En la tabla siguiente aparece la excentricidad de las orbitas planetarias

media del planeta al sol, medida en unidades astronémicas (U.A.)

Distancia media de la tierra al sol.
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Excentricidad | Distancia media (U.A.)
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Dibuja las orbitas de Urano y de Neptuno, colocando el sol en el origen de coordenadas.
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la maxima y

1stanc

0.97, determina la di

de el al sol.

minima

2. Si la excentricidad de la orbita del cometa Halley es e
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