Regla de los cuatro pasos

La derivada de una funcién también se puede obtener como el limite del
cociente de incrementos, conocido como la regla de los cuatro pasos.

F(x) = Iim f (Xx+Ax)— f(X)

Ax—0 AX

El procedimiento en este caso consiste en los pasos siguientes:
1. Se daunincremento, Ax a la variable independiente x
2. Se obtiene el incremento correspondiente a la funcion f(x+Ax)— f(x)

f (x+Ax)— f(X)
AX

3. Se obtiene el cociente de los incrementos

4. Se calcula el limite del cociente de incrementos AIim0 f(X+AAX)_ f(x)
X—> X

y esto proporciona la derivada de f (x)

En la aplicacion de esta regla, ademas de las operaciones de factorizacion
gue ya recordamos, sera necesario utilizar el desarrollo de binomios como:

(a+b)? =a®+2ab+b?
(a+b)® =a®+3a’h+3ab® +b’
(a+b)* =a* +4a’h+6a’h® + 4ab’® +b* ,etc
Y también recordar como racionalizar el numerador o denominador de una
fraccion.

Veamos otros ejemplos para obtener la derivada de una funcion, aplicando
esta definicion de la regla de los cuatro pasos.
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Ejemplo 2.14 Obtén la derivada de la
funcion f(x)=-5x+10

Solucién
1. Damos un incremento Ax a X,

2. Obtenemos el incremento de la funcién
f (X4 AX) — f (X) = =5(Xx + AX) — (-5X) = -5X —5AX + 5x = —5AX
f(x+Ax)-f(x) -5Ax

3. Obtenemos el cociente de incrementos
AX AX

-5 y
4, aplicamos el limite AIimo(—6) =—6

Por lo tanto, f'(x)=-6

Ejemplo 2.15 Obtén la derivada
de f(x)=5x*-13x+3

Solucion
1. Damos un incremento a x y obtenemos el incremento correspondiente a

f(x)
2. f(x+Ax)— f(X) =5(x+Ax)* —=13(X + AX) +3—5x° +13x -3
Obtenemos el cociente de incrementos

5(x + AX)* —13(X + AX) +3— (5x* —13x + 3)
AX
Desarrollamos el binomio al cuadrado y eliminamos paréntesis

1.
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_ 5(X% + 2XAX+ A®X) —13x —13Ax +3—5x* +13x — 3
AX
Simplificamos el 13x y el -3
_ 5X% +10XAX +5A*X —13Ax —5x® _ 10XAX+5A%X —13AX
AX AX
2. Calculamos el limite de la expresién anterior, para obtener la derivada
_m [10x +5Ax—13]
x>0 AX

Por lo tanto, f’(x)=10x-13

=10x+5Ax-13

=10x-13

Ejemplo 2.16 Obtén la derivada de
f(x)=2x>—6x* —7x+11

Solucién

1. Damos inicialmente un incremento a x y obtenemos el incremento
correspondiente a f(x)

2. f(X+AX) = f(X)=2(x+Ax)* —6(X+AX)* = 7(X+AX) +11—(2x°> —6x* - 7x+11)
Obtenemos el cociente de incrementos
Fx+Ax)—f(x) _ 2(X+ AX)® —6(X + AX)? = 7(X+ AX) +11— (2x°> —6x* - 7x+11)
AX AX
Desarrollamos los binomios
_ 2(X% + 3X°AX 4 3XA*X + A’X) — 6(X® + 2XAX + A®X) = TX = TAX+11-2x° + 6x* + 7x —11
AX

3.

simplificamos términos semejantes

_ BXAX+BXA’X + 2A°X —12XAX — 6A*X — TAX
AX

Dividimos todos los términos entre Axy aplicamos el limite

4. lim [6x2 +6xAx+2A2x—12x—6Ax—7] —6x2—12x—7

Ax—0
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Finalmente, la derivada de f(x)=2x>—-6x*—-7x+11les f’(x) =6x*-12x—7

Ejemplo 2.17 Obtén la derivada de
f(x):l—lx“jtzx3
4 3

Solucion
1. Calculamos el incremento de f(x) al incrementar la variable x
2. f(x+Ax)—f(x) :lzl(x+Ax)4+7(x+Ax)3—(1zlx4+£x3j

3. Obtenemos ahora el cociente de incrementos
11

f(x+Ax)-f(x) 4
AX AX

Desarrollamos los binomios a la cuarta y al cubo para después simplificar
términos semejantes

(x+ Ax)* +7(x+Ax)3—(11x4 +7x3j
3 4 3

{j(x“ +ACAX+ BXP AKX+ AXA X + A'X) + ; (X% + 3X°AX + 3XA*X + A®X) —({41 X'+ ; x3)

AX

11x°AX + 646 XAZX +1IXA®X + zlA“x + TXPAX + TXA®X + ;A3x

AX
Ahora dividimos cada término entre Axy aplicamos el limite

Ax—0

4. lim (11x3 +3—23 X2 AX +1le2x+lzlA3x+ 7% + 7xAx+£A2xJ =113+ 7x°

Por consiguiente, la derivada de f (x) :1741x“ jtgx3 es f(x)=11x>+7x?
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Ejemplo 2.18 Obtén la derivada de
f(x)=11-2x> —6x°

Solucién

1. Nuevamente, iniciamos obteniendo el incremento de la funcién, al
incrementar a la variable x

2. f(X+AX)— f(X) =11-2(x+AX)* —6(Xx+ AX)® — (11— 2x* —6xX°)

3. Obtenemos ahora el cociente de los incrementos
f(x+AX)— f(X)  11-2(x+Ax)> —6(x+Ax)° — (11-2x* —6x°) _

AX AX

Desarrollamos los binomios

11— 2(X* + 2XAX + A?X) —6(X° +5X*AX +10X°A*X +10X°A°X + 5XA*X + A°X) =11+ 2X* + 6X°
AX

Eliminamos paréntesis y simplificamos términos semejantes

—4XAX —2A%X — 30X *AX — 60X°A*X — B0X*A*X — 30XA*X — BA°X
AX
Dividimos por Ax y aplicamos el limite

4. lim (—4x — 2AX —30x* — 60X3AX — B0XZA%X — 30XA3X — 6A4x) — _4x—30x*

Ax—0

Por lo tanto, la derivada de f(x)=11-2x*>-6x> es f(x) =—-4x—30x*

Ejemplo 2.19 Obtén la derivada de
f(x) = 3%
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Solucion
1.0Obtenemos el incremento de f(x) al incrementar x
2. f(x+AX)— f(X) = -3IX+Ax — (=3VX)
3. Obtenemos ahora el cociente de los incrementos
f(x+Ax)— f(x) _ —3yx+Ax+3Vx
AX AX

Multiplicaremos, tanto numerador y denominador, por el binomio conjugado
del numerador para racionalizar éste

3%+ Ax +3«/§ —3«/X+AX—3\/;_ 9(X + AX) —9x B 9X +9AX —9xX _
AX —3JX+ AX —3\5 AX(—3vX + AX —3\5) Ax(—3\/x+Ax —3\5)
Simplificamos y aplicamos el limite
9 3

9
4. f(xX)=lim =— S
) o avx  odx 2dx
Por consiguiente, la derivada de f(x) =-3Jx es f(x) =—%
X

Ejemplo 2.20 Obtén la derivada de la funcién

X
x? —8x

f(x)=

Solucién

1. Incrementamos X y obtenemos el incremento de f(x)

(X+ AX) X
(X+AX)* —8(x+Ax) Xx*—8x

2. f(x+AX)—f(x)=

Debemos obtener el denominador comun al sumar las fracciones
(X + AX)(X* —8X) — x[(x +AX)* —8(x+ Ax)] (X + AX)(X* —8x%) — x[x2 + 2XAX + (AX)* —8X —8Ax]
[(X+Ax)2 —8(x+ Ax)}(x2 —8X) - [(X+Ax)2 —8(x+ Ax)](x2 —8X) -

Desarrollando los productos en el numerador, se obtiene
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-44

X —8X% + X% - AX—8X - AX— X° — 2X% - AX — X(AX)? +8X* + 8XAX _

[(x +AX)* —8(x+ Ax)] (x> —8x)

Simplificamos términos semejantes en el numerador, tendremos

—Xx% - AX— X(AX)?

[(x +AX)* —8(x+ Ax)] (x> —8x)

Ahora obtenemos el cociente de los incrementos y simplificamos Ax

f(x+Ax)—f(x):

—Xx* - AX— X(AX)?

:(X+Ax)2—8(x+Ax):(x2—8x) ~ —x% — X+ AX

AX

AX - [(x+ AX)? —8(x+Ax)](x2 —8X)

Calculamos el limite cuando Axtiende a cero de éste Ultimo cociente

—X% —X-AX —x? —X

2

lim = =
x50 [(X+AX)2 —8(x+Ax)](x2 —-8x) (X*—-8x)(x*—8x) (Xx*-8x)’

Y éste ultimo resultado es la derivada de la funcion f(x) =

X
x% —8X

Ejercicio 2.4

Obtén la derivada de las siguientes funciones
utilizando ya sea el limite de Fermat o la regla de los
cuatro pasos y después calcula la pendiente de la
tangente a la curva en el punto que se indica

f(x)=2x*-6x°,enx=-2

f(x)=éx3+2x—4,enx=3

f(x)=—x>+6x*enx=1

f(x)=x"-4x’,enx=4

f(x)=—4J7x-12,enx=3

,en x=2
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