EL LIMITE AL INFINITO EN EL CALCULO DE AREAS BAJO U NA CURVA

Sugerencias al Profesor:

Comentar que uno de los problemas fundamentales que dieron
origen al Calculo Integral es el de acumulacion, el cual se
manifiesta en el calculo de areas bajo una curva, utilizando un
método de aproximacion que consiste basicamente en trazar un
namero finito n de rectangulos, calcular el area de cada uno de
ellos y sumarlas, obteniendo la llamada suma de Riemann. El
area buscada estara dada por el limite al infinito de dicha suma.

Propésitos:

1. Emplear la nocién de limite al infinito en el calculo de areas bajo una
curva.

2. Establecer las principales reglas para calcular limites algebraicamente.

3. Introducir los limites que permiten operar con el infinito.

EL PROBLEMA DE LA CUADRATURA DE LA
PARABOLA

1)(2n+1)
6

, encuentra el area de la superficie limitada por la parabola
f(x)=x y el eje de abscisas en el intervalo cerrado [0,1],

Sabiendo que 1°+2°+3F +4*+..+n° = (n)(n+

mostrada en la figura 1.

1)

Figura 1
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Para resolver el problema, describir cada una de las etapas del siguiente
proceso que conducirA en su enésima etapa a la suma de Riemann
correspondiente:

Etapa 1. Considerar el rectangulo de base el intervalo [0,1], mostrado en la
figura 2.

A1)

Figura 2

Se sugiere que en cada etapa del proceso, los alumnos calculen el valor del
area de la superficie sombreada.

Una dificultad que podria surgir es que los alumnos no se den
cuenta que las alturas de los rectangulos formados, corresponden
a valores especificos de la funcién graficada, por lo que se debera
orientar mediante una breve discusion, como obtenerlas.

Posteriormente se iran obteniendo expresiones que finalmente conduciran a
la suma de Riemann.

El valor del &rea en la primera etapa (primera aproximacion del area pedida)
se puede expresar como:

A=) ()
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Etapa 2: Dividir el intervalo [0,1] en dos partes iguales para formar los dos
rectangulos que aparecen en la figura 3.

A1)

Figura 3

El valor del area en la segunda etapa (segunda aproximacion del area
pedida) se puede expresar como:

s GEEEHEE

A, :(%)(f +2?)

Etapa 3: Dividir el intervalo [0,1] en tres partes iguales para formar los tres
rectangulos que aparecen en la figura 4.

~15%)

Figura 4
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El valor del area en la tercera etapa (tercera aproximacion del area pedida)
se puede expresar como:

SN EINEI TS
% (12+22+3)

Etapa 4: Dividir el intervalo [01] en cuatro partes iguales para formar los

cuatro rectangulos que aparecen en la figura 5.

~15%)

Figura 5

El valor del area en la cuarta etapa (cuarta aproximacion del area pedida) se
puede expresar como:

A4:

HENRER

YRR
Flieozese

Etapa 5: Dividir el intervalo [01] en cinco partes iguales para formar los cinco

rectangulos que aparecen en la figura 6.
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~15%)

Figura 6

El valor del érea en la quinta etapa (quinta aproximacion del area pedida) se
puede expresar como:

s E S S S )
e F GGG

5 5
2,002,212 2
Ag_ %j I°+2 +22+4+5 j (isj 12+22+32+42+52)

Del andlisis efectuado hasta esta etapa, se espera que los alumnos puedan
inferir que en la enésima etapa del proceso, el valor del érea estara dada por:

1
A, Z(F)(12+22+32+42 +5 4. +1).

(n)(n+1)(2n+1)
6
la suma de Riemann esta dada por la funcion:

A(n):( L )( (n)(n+2)(2n+2) j

6

Como P*+2°+F +4 +..+n° = , en definitiva se tendra que

Por lo que el valor del area buscada estara dada por A. = Ilim A( n).
n- oo
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Pedir a los alumnos que simplifiquen la regla de correspondencia de la
funcién A( n), y que encuentren con la calculadora, el valor de su limite cuando n

se vuelve infinita.

A continuacion hay que mostrar como calcular el limite de manera algebraica,
para lo cual se sugiere realizar el procedimiento lo méas detallado posible,
aplicando de manera explicita los siguientes conceptos clave, en el primero se
exponen resultados de limites al infinito que pueden ser utilizados para realizar
operaciones con el infinito, mientras que en el segundo se enuncian las principales
reglas para el célculo algebraico de limites al infinito.

\? Concepto clave:

Limites que sugieren reglas para operar con el infi  nito.
Si ¢ es una constante y kJZ", entonces:

1) lim n=oo

n- oo

2) lim n“ =0* = o0

n-o

3) lim {i}:%:o

n-oo

k
4) lim (ij = lim (ikj: L -0
n- o n n- o n (o]

5) lim [n+d=0+c=0

6) lim [n-¢=w-c=w

n- oo

7) lim [c=n] = c=o0 = —o
noo

8) lim [cl]=(¢)() =, si ¢>0
9) tim [cl]=(¢)(x) ===, si ¢ <0
10) lim [ i ] =(¢)(") =0, si ¢>0
11) fim [octf]= (g () =, si <0
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] c c
12) lim |—|=—=0
n- o _n_ 00
- lcl]_ c
13) lim | —|= =0
n- o _nk_ ook
[ n]_ e .
14) lim | — |=—=0w,si ¢c>0
n-e | C | C
s I | (o] .
15) lim | — |=——=-, si c<0
n-e | C | C
[ Ak ] k
] n 0 .
16) lim | — |= =o,si >0
ne | C | C
[ Ak ] k
] n 0 :
17) lim | — | = = -0, Si <0
nee | C | C

Una actividad interesante es pedir a los alumnos un resultado para cada una
de las operaciones siguientes y posteriormente organizar una breve discusion para
explicar el por qué son indeterminadas:

a) o —oo
(00]
b) —
(00]
\i Concepto clave:
Principales reglas para el calculo algebraico de li  mites al infinito.

Si lim f(n)=Ly Iim g(n) =M, entonces:
a) Regla de la suma para limites: Iim [ f(n)+g(n)]= L+ M

b) Regla del producto para limites: lim [ f(n)Dy(n)]= LOm

n- oo

: . . f
¢) Regla del cociente para limites: Si M #0, entonces lim { (n) }: L
g

d) Si ¢ es una constante, entonces |lim c=cy lim [cOf(n)]= cL

n- o n- oo
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Se sugiere primero realizar algin o algunos desarrollos que conduzcan a la

. - .z m
indeterminacion —.
00

Por ejemplo, sustituir o en lugar de n y luego operar con el infinito.

ot sanet_ ((=)+(@)*1 _ arart

LI'IT; A( n) = r!il’ll 6’ (6)(002) o

(ee]
(e¢]

Posteriormente mostrar algun procedimiento que evite tal indeterminacion,
por ejemplo el siguiente, donde se aplican de modo explicito, las correspondientes
reglas para el célculo algebraico del limite al infinito.

] . 2*+3n+1 . 2t . 3n . 1
lim A(n) = Iim = lim + lim + lim—-

n-eo n-e 6n’ e BF e BIF e BIT

.1 1 , 1
=lim—+Ilim —+Ilim 5
nee 3 nee 20 nee BN

. 1 1 1 , 1 1
—lim L+ 1im (—](—jﬂlm (_ (_j
nee 3 nee {2 )An) e\ 6)\N
=lim i+(ij Oim ij+(ij Oim (izj
n-e 3 2 ) n-=\n 6 ) n-=n

Por lo tanto, el valor del area pedida en el problema de la cuadratura de la

. . 1
parabola es igual a 3

Ejercicio 1

2

encuentra por medio del limite al infinito de una suma de Riemann,
el area de la superficie limitada por la grafica de f (x) =X yel gje

2
Aceptando  que 13+23+33+43+___+n3{M},

de abscisas en el intervalo cerrado [0,1], mostrada en la figura 7.

En las figuras 8 a 11 se exponen, respectivamente, los resultados en las
etapas 1 a 4 del proceso.
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Figura 7
Primera etapa Segunda etapa
Figura 8 Figura 9
Tercera etapa Cuarta etapa
[
| o
Figura 10 Figura 11
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