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Como utilizar esta guia

Amigo lector, el trabajo que tienes en tus mandselmos realizado con el deseo de que te ayude
a aprobar el examen extraordinario, los autoresesiran altamente recompensados en su labor
educativa al saber que lo has aprovechado y gha s&do de utilidad. Por tu parte el esfuerzo
realizado te acercara a tu siguiente meta: tusliestde licenciatura.

Cada unidad de esta guia se compone de un prqggdsjtdres secciones. Al inicio de cada
unidad encontraras el proposito(s) de ésta, posteente, los aprendizajes a lograr por tu
esfuerzo, a continuacion se hace énfasis en laatezghs de aprendizaje y finalmente las
actividades de aprendizaje con sus respuestaspondientes para que puedas medir tu avance.

Un punto importante para el mejor aprovechamieptésta guia es que cuentes con al menos un
libro de Calculo, y que éste sea tu principal apggoque esta guia es una serie de lineamientos
generales sobre los temas, la referencia solite@de texto la encontraras en la bibliografia

Por ultimo, recuerda que en la Academia de Mateas\(Edificio F, planta alta) tenemos horas

de asesorias para resolver tus dudas, por favitanis.

Atentamente

Noviembre de 2005, Academia de Matematicas CCH-Sur



UNIDAD 1. Derivadas de funciones transcendentes

Propositos:

Avanzar en la comprension y manejo de la derivab@studiarla en funciones exponenciales,
logaritmicas y trigonométricas, para cubrir sitoaes que se modelan con funciones
trascendentes. Retomar las relaciones entre lasagrae una funcion y su derivada.

Aprendizajes a lograr por los educandos en la dnida

* Analiza las gréaficas de las funciones seno y cogem@artir de ellas, bosqueja la gréafica
de su respectiva derivada.

» Identifica en cada caso la derivada respectivasléunciones seno y coseno.

 Reconoce que las derivadas de las funciones tmgétiicas también involucran
variacion periddica.

» Utiliza las derivadas de las funciones seno y ansgmeglas de derivacion para obtener
las derivadas de las funciones: tangente, cotaageatante y cosecante.

» Utiliza la regla de la cadena para derivar funcsotrggonométricas cuyo argumento es
funcion dex.

» Aplica las derivadas de funciones trigopnométricapmblemas diversos

» Analiza las graficas de las funciones logaritmiegonencial y a partir de ellas bosqueja
las graficas de sus derivadas.

» Identifica en cada caso la derivada respectivasiéinciones logaritmica y exponencial

« Utiliza la regla de la cadena para derivar funcgoihmgaritmica y exponencial cuyo
argumento es funcion de.

» Aplica las derivadas de funciones logaritmica yagencial a problemas diversos



Estrategias de aprendizaje

* Reconoce las caracteristicas y diferencias deitasdnes logaritmicas y exponenciales.

» Utiliza procedimientos de tabulacién para enteraleromportamiento de los valores de
las funciones.

» Procede a resolver problemas con las reglas dead&rn de estas funciones.

» Identifica los elementos y las relaciones que ugen en el problema.

* Reconoce la importancia de las funciones exponkescitbgaritmicas y trigopnométricas
como el elemento clave en la resolucion de prolderntidianos

Actividades de aprendizaje

Funcion exponencial
Ejemplo 1

Un cultivo de bacterias crece de manera que caaaeidivide en dos, y a la siguiente hora, cada
una de las nuevas bacterias se vuelve a partiognydsi sucesivamente.

Siinicialmente hay 1 bacteria,

a) ¢ Cuantas bacterias habra después de 4, 5 y &ha@bslemos el nimero de bacterias después
de cada hora

t(hrs.) | 0/ 1|2
Bacterias| 1|2 | 4

3|45 6| 7 8
8116|32| 64| 128| 256

Asi, después de 4 horas habra 16 bacterias, dedp&eBoras habra 32 bacterias, después de 8
horas habra 256.

b) ¢ Como se puede calcular la poblacion de bacessués dehoras?

Observando la tabla anterior podemos ver que l&pdn de bacterias crece de manera que con
cada hora se duplica.

ttrs) | 0/ 1| 2| 3| 4| 5| 6/ 7| 8
Bacterias| 12| 22| 28| 2*|2°| 28|27 | 28

Por lo que un modelo para esta situacion setje=Bt"

Si originalmente hubiera 5 bacterias, el modeléasgt) = 5 - 2



Funciones como la del ejemplo son llamadas fumrs@ponenciales, porque su re
de correspondencia contiene la variable como expgenen general tienen la forma:

f(x) = A

dondex toma cualquier valor reah es un numero positivo diferente dey A es
cualquier numero real, diferente de cero.

Una buena manera de observar este tipo de sit@scamconstruyendo graficas de las funciones

Crecimiento exponencial Decremento exponencial
b>1 0<b<1
n 10
g g
o g
= T
& =}
5 5
4 4
3 3
5 2
i
A _3—/2/1)1 T 2 4321 | 1234
, :

Funcion logaritmica

Una funcién logaritmica es la que tiene como reglaorrespondencia una expresion
logaritmica, es decir, es de la forma:
f (x) = Alog, Cx

dondeb es un numero positivo diferente deA gs cualquier niumero real diferente deg
cero yCx es un valor positivo, coBy x numeros reales del mismo signo.




Recordemos que:

Logaritmo de un nimera en la base &s el exponente que afecta a esa base para obtener
namero X

Si se tiene la expresion exponen@al=m nes el logaritmo del nUmer (en basa)

Olog,m=n

Cuando la base del logaritmo es el nunese le denominkgaritmo natural .
log.m=1Inm

Cuando la base del logaritmo es 10, se le denolmg@aitmo comun o decimal
log,, m=logm

Si se construye la grafica de la funcion logaritmida exponencial:

f(xX)=Inx f(x)=¢
4 5
5 4
2 3
1 2
1
5 4 3 2 - 12 3 4 5
i 5 4 3 2 -1 12 3 4 5
2 1
.3 2

Se puede observar que las funciones logaritmicggrencial son inversas puesto que sus
graficas son simétricas con respecto a la graéda funcion idénticay = x)

Consecuentemente, el comportamiento operaciorlasdegaritmos esté ligado al
comportamiento de los exponentes.

Esto nos permite obtener las propiedades operalizdss logaritmos deducidas de las leyes de
exponentes, ya que la expresion exponengiat m es equivalente a la expresion logaritmica
log, m=n



Leyes de los exponentes

(@)’ =a” -

a‘a’ = a"’ —
X

a_ e ax—y N

ay

. In x
En particular,log, x =-—

Ina

Para transformar los logaritmos de una base aetudiliza:log, ¢ =

Propiedades de logaritmos
log, x" = nlog, x
log, (xy) = log, x+log, y

X
Ioga (_J = loga X= loga y
y

log, C
log, b

Derivada de Funciones exponenciales y logaritmicas

Para derivar funciones exponenciales y logaritmigizaremos las siguientes formulas:

d

~eF =¥

dx

ieu =g EdPu
dx dx
d X — X
—a*=a*lna
dx

ga“ =a" InaEﬂu
dx dx

En la bibliografia que se te recomienda podréas rdrexola forma en que se deducen o se

demuestran las férmulas anteriores

Ejemplos:

1.- Para derivar la funciorf (x) = €

Elegimos la formula de derivacion que se ajusteestructura de la regla de correspondencia de

la funcién, en este caso:

ieu =e" EdPu
dx dx
por lo que al sustituir:

d 1
—Inx=

dx u
iInu:EEﬂu

dx u dx
—lo =

d 9 xIlna

d 1 d
—log,u=

dx ulna dx

donde u =5x% —§




d e eSXZ‘Si(s ¥-8)= &7°10>
dx dx

y obtenemos que diew‘8 =10xe¥"®
X

2.- Para derivarf (x) =5

Se elige la férmula de derivacion que se ajustesésm caso:

ga“:a“InaDgu dondea=5 y u=4-x,
dx dx
y se tiene que:
15“‘X =5"%In 5[-19 (4-x)= 5% In5¢ 1
dx dx
finalmente 15“‘x =-5"%In5
dx

3.- Para derivarf (x) = In(3x— x)
Elegimos la férmula de derivacion que se ajusta:

d 1 d

—Ilnu==0GE-u conu = (3x- ¥),
dx u dx

por lo que:
d 1 d 1
—In (3x-x)= O— (3x— X¥)=———(3- 3%
an(x ) 3x- X dx(X ) 3)(—7’(( )
d 3-3%

obtenemos —In (3x—-x%) =
Y an( X=x) 3x- X

4 - Para derivarf(x) = log (3¢)

Se elige la férmula de derivacion que se ajusta:

iIogau= 1 E&u dondea=10 y u=7¥X,
dx ulna dx

por lo que:
ogree=— 1 A amy=— 1 may
dx (7x*)In10 dx (7x*)In10

e S d 2 2
y simplificando, se obtiene: —log7x° =
dx xIn1C



Aplicaciones
Ejemplo
El valorV de un objeto a losafios de su adquisicion se calcula mediante ladanc
V(t) = 15 000 &>¢%%% con O<t<10.
a) ¢Cudl es el valor inicial del objeto? ¢ Qué valodté a los 5 afios?
b) Calcula e interpreta la razén de cambid/despecto & cuanda = 1 yt = 5.
c) Traza la gréafica de la funcion.

Solucién

a) El valor inicial del objeto corresponde \{0) = 15 000 8°%¢ = 15000(1), por lo que el
objeto vale inicialmente $ 15,000

ComoV (5) = 15 000 &°%%6 ® = 15 000 &°28¢ ®)= 15 000 ( 0.04315 ) = 647.2971, entonces
después de 5 afios el objeto tendra un valor apeakirde $ 647.30

b) La razén de cambio de una funcion es igual desivada, y para la funcidw(t) se tiene:

V' (t) = 15 000 8°%8% (-0.6282) = 9429 %6288

CalculandoV’ (1) = 9429 &528%) = _5028.8435, concluimos que, después de undafisu
adquisicion el objeto pierde su valor a una razagroximadamente $5028.84 por afio

Ahora,V’ (5) = 9429 &528%) = _106.8909 , entonces a los 5 afios el objeta@isu valor a una
razon aproximadamente de $ 409.89 por afio

c) La grafica de la funciow (t) es

—
111232456 78 218

10



Ejercicios 1

I.- Comprueba cada una de las siguientes funcionesdas:

Vi.

Vii.

viii.

Xi.

Xil.

Xiii.

Xiv.

y=¢€°

y=x¢e”*
y =log(3x* - 5)
y =In(x+3)°

f(x) =In?*(x+3)

s=In(t+v1+t%)

y=In(——-=)

1+ %
f(a) =In(a’€)

f(x):InTX

y'=3x¢e’
y'=e*(2x- X)
. 6x
Y= o Biman
(8x“ -5)In10
':i
y X+3
Fi(x) = 2In(x+3)
X+3
d X
ool
, 1
S =

y'=x@A+Inx)

' @2+Int)
S = 7
2/t
ds

— =2t""Int
dt

da

F= ereny

11



Il. - Realiza las operaciones adecuadas y escribeci@roge la respuesta correcta

1. La funcion derivada dé (x) = e, es: ( )

A) f'(x)=e>
B) f'(x) = 5e™
C) f'(x) = 5xe”
D) f'(x) = 56>
E) f'(x) = 56"

2. La funcién derivada dé (x) = In(x*-5), es:  ( )
: 1
A f(x)=
) F= 5",
. 2X
B) f(x)=
) F09= ",
, 2X
C)f(X)=——
)P0 =- ",
, 2Xx-5
D) f (x)=
) F9="7—
. X
E) f(x)=
)=,
3. La funcién derivada dé (x) = log(—x?) , es: ( )
A) f,(X)=2Ioge
X
B) f'()=-2
X
2
C) f'(x)=———
ARY xIn10
D) (=2
X

E) f'(X) :—'Ofe



4. La funcién derivada dé (x) = In(e”" =), es:

2
2xet
2
e —x

A) f'(x) =

B) f'(x) = 2xe"

D) f'(x) = 2xe -1

2xe’ -1
e - x

E) f'(x) =

5. La funcién derivada dé (x) = x& , es: (

A) f(x) = xe’

B) f'(x) = 2x%*

C) f'(x) = 2x%e +e
D) f'(x) = xe& +e&*

E) f'(x) = 2xe +xe

6. La funcién derivada dé (x) = Inx* —5x, es:

A f=1

2
1
32

2X-5
x? —5x

B) f(x)= -5

D) f(x) =

C) f'(x) =

x? —5x
2
X

E) f(x)=°-5

(

)

(

13



lll .- Para cada una de las siguientes funciones ndeiisu funcion derivada:

. B X
I. f(x)—ln(x_lj

i. y=e

1
t2+1

ii. f(t) =log
iv. s=In(4t -5t + 2t)
v.  y=12"%

vi.  f(X)=5x&"

vii.  f(x)=3e""*

Viii. y =log(e —3X)

IV .- Aplicaciones

1.- Produccion. La produccion de madeM (en millares dem3por hectarea) de un bosque de
edad d¢ afios se calcula por medio de la fundift) = 6.7 &*®"

a) Calcula el volumen limite de la madera por hectateenda tiende a infinito.

b) Halla e interpreta la razon de cambioMieuanda = 20 yt = 60 afios.

2.- Depreciacion Después dé afos, el valor de un automovil adquirido en $60,89
V(t) = 60 000(¥4)
a) Grafica la funcién y halla el valor del automoviaos después de su compra.
b) Calcula e interpreta la razon de cambid/despecto aparat = 1 yt = 4.

c) GraficaV (t) y halla su asintota horizontal. Interpreta gnificado en el contexto del
problema.

14



Razones y Funciones Trigonomeétricas

En la Trigonometria se estudian las relaciones noagque existen entre las longitudes de los
lados y las medidas de los angulos de un triangwlo aplicacion en el calculo de sus diversos
elementos.

Unarazén trigonométricas la relacion que existe entre los lados deiangulo rectangulo con
respecto a alguno de sus angulos agudos, es texirazones de los lados de un triangulo
rectangulo son funciones de los angulos agudasidegulo.

Como sabemos los lados de un triangulo rectangadiben nombres especificos, asi, el lado
opuesto al angulo recto eshipotenusay los lados que forman al angulo recto sorchtetos

Para un 4ngulb, las seisazones trigonométricason:

Longitud del cateto opuesto al angulé

Seno = - -
Longitud de la hipotenusa
Coseno gzLongltud del.cateto adyac.:ente al angulé
Longitud de la hipotenusa
Tangente 8= Longltud del cateto opuesto al ar)gulé
Longitud del cateto adyacente al angulf
CotangenteH:Long't_Ud del cateto adyacente allangulﬁ
Longitud del cateto opuesto al angulé
Secante 8 = | Longitud de la hlpotenusa,
Longitud del cateto adyacente al angul@
Cosecanted = Longitud de la hipotenusa

Longitud del cateto opuesto al angulé

Como sabemos la cotangente, la secante y la casesTanfunciones reciprocas respectivamente
de la tangente, el coseno y el seno.

En la naturaleza existe una gran cantidad de ssicgsotienen un comportamiento repetitivo, es

decir, un comportamiento periodico, como el de @sdas sonoras, y las funciones
trigonomeétricas son las mas adecuadas para dessds fendbmenos.

15



Recordemos como son las graficas de las funcioigesmométricas basicas.

Periodo: Zt

Rango: [-1,1]

Funcién seno: y =sen x

Dominio: Todos los nimeros reales

Simétrica con respecto al origen
Continua en todos los reales

X o T[/6 1'[/3 T[/2 2T[/3 51'[/6 T 7T[/6 4T[/3 3T[/2 51'[/3 llT[/6 2.’_[
senx| 0| 05| 0.86| 1| 0.8 0.5 0-05| -0.86| -1| -0.86 -0.5
y=senx
N
R LA
Funcién coseno: y =cos x
Periodo: Zt
Dominio: Todos los numeros reales
Rango: [-1,1]
Simétrica con respecto al gje
Continua en todos los reales
X O T[/6 T[/3 T[/2 2T[/3 51'[/6 I 7T[/6 41'[/3 3T[/ 51'[/3 111'[/6 2.’_[
cosx|1/0.86/05| 0 | -05| -0.86/-1| -0.86| -0.5 0 0.5| 0.86] 1
. YV=C08 X
--471:= -2 \Q::_/

16



Funcion tangente: y =tan X

Periodo:mt

Dominio: Todos los nimeros reales excegtor ki, para toddk que es un nimero
entero

Rango: Todos los numeros reales

Simétrica con respecto al origen

Creciente entre las asintotas

Discontinua e =/, + ki, parak que es un niumero entero

X 0 T[/6 T[/3 T[/2 2T[/3 51'[/6 1 7T[/6 41'[/3 31'[/2 51'[/3 :I_lT[/6 oM

tanx 0|06 |17 |+w|-1.7 |[-06 | O| 0.6 17|+ |-1.7 |06 | O

880

Funcién cotangente: y = ctg X
Periodo:mt

Dominio: Todos los nimeros reales exceptpgara todk que es un nimero entero}
Rango: Todos los numeros reales.

Simétrica con respecto al origen.

Funcién decreciente entre las asintotas
Discontinua enx =k, parak que es un namero entero

X 0 T[/6 T[/3 T[/2 21'[/3 51'[/6 N 7T[/6 4T[/3 31'[/2 5T[/3 111'[/6 27T
cotx| e, | 1.7 | 0.6 0| -06-1.7| o | 1.7 ] 0.6 0| -06-17|+w

|
N
A

1
NH
|

|
Nt

-
(ML)
»!‘5‘

b ypurpurROS PSRV S
[
A

D ittt b Sttty

pyupuyeiIUNQURY T R
a

pypepa R




Funcion secante: y = sec X

Periodo: Zt
Dominio: Todos los nimeros reales excegtor kit, para toddk que es un nimero enter
Rango: Todos los nimeros reales y talesyguiel 6y=> 1, es decir(—oo,—l] U[1,+oo)
Simétrica con respecto al gje

Discontinua enx =/, + k1T, parak que es un nimero entero

0

X 0 T[/6 T[/3 T[/2 2T[/3 51'[/6 18 71'[/6 4T[/3 31'[/2 51'[/3 111'[/6 21T
secX1 |122 |t |2 | 121|122 |20 |2 |[L12]1
4 _ _ 1
i 1 1‘ : Y =58 X™ tos x
1 ) I 1
1 I | 1
i H | y=cosx |
] ] } ]
} 1 ] 1
< s [ <o o
. IR | !// \\! - X
—2x _3n~_-x __-n o EANNIE T
2 2 -1+ 2 2
1 1 I I
1 1 1 t
1 ] [} 1
1 1 1 {
[ 1 I i
1 1 [} ]
1 1 1 1
| [} i !

Funcion cosecantey = csc X

Periodo: 2t Dominio:

Todos los nimeros reales exceptp lpara todo k que es un nimero entero.
Rango: Todos los numeros reales y talesygtiel oy =1, es decir: (—oo, —1] U[1,+oo)
Simétrica con respecto al origen

Discontinua erx =kTt, parak que es un niamero entero

X 0 T[/6 T[/S T[/2 2T[/3 5T[/6 T 71'[/6 41'[/3 3T[/2 51'[/3 llT[/6 7T
cosecX|+o |2 |12 |1 |12 2 +too |-2 -1.2 | -1 -12 | -2 [+
14 1
4 E/y; CSC X =
¥y = sen x

+hafE
A
A

A N

/

/

e e i e i i o 3 o 93 b b
/

e B o
e e e - 1 Y
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Derivadas de funciones trigopnométricas

Para derivar funciones trigopnométricas, utilizarsras siguientes formulas:

9 senu= cosa? ictgu: _eseud y
dx dx dx dx

d _ d d . d
—COS U= — Sent— — secu= secutant-
dx dx dx dx
d d d d
—tanu= seé u— 1 —CSCU= - CSCU Ctg t—
dx dx dx dx

En la bibliografia que se te recomienda, podra®mnar la forma de como se deducen o se
demuestran las férmulas anteriores

Ejemplos
1.- Para derivary = seri2 X

Se elige la férmula de derivacion que se ajustaesiructura de la regla de correspondencia, en
este caso:

isen u= cosm9 dondeu =12x,
dx dx

por lo que:

iserfL2 X = cod?2 §<£ 12 %= co0%23%*k136?2
dx dx

y se tiene: diserilz X =36% cod2 3
X

2.- Para derivarf (x) = ctg(4 x— ¥X)

Elegimos la formula de derivacion que se ajusta:

ictgu= -cscé ui u conu=(4x—xX), por lo que:
dx dx

otg(4x- ¥) =-csd(ax- %)L ( 4 x)=- ot 4 (4 X

y se obtiene %(ctg (4x— X)=-(4-2%)csC (4 x %)

19



Aplicaciones

Ejemplo

La funcién posicion de un objeto que esta sujain eesorte, en movimiento armonico simple, es
S=15Cos (/> t)

a) Calcula la razon de cambio promedio, es deciellacidad media de los 2 a los 2.5
segundos.

b) Calcula la razon de cambio instantaneo, es dactelocidad instantanea a los 3
segundos.

c) Encuentra los valores tldonde la velocidad instantanea es cero.

Solucién
a) Larazon de cambio promedio se calcula como sigue:

AS _ D(25)-D(2) _ -1060-(-15) _

840
At 25-2 25-2

por lo que el objeto se movia a una velocidad meei&.40 unidades por segundo de los 2 a los
2.5 segundos

b) La velocidad instantanea es igual a la derivada élencion posicion a lo$ segundos

S(t) = -157—273en(“/2 t) y S'(3) = -%Tsen(’f/z. 3) :%T

: . . . St
gue se interpreta como: la velocidad instantarea @ segundos es &92_

unidades por segundo.

c) Paraencontrar los valorestddonde la velocidad instantanea es cero, se i¢auélacion
velocidad a cero:

%T sen("/,t) =0

sen("/,t) =0
por lo quet =0, 2, 4, 6,...,

y podemos decir que la velocidad instantanea esatemdo el tiempbes par, es decir el objeto
se detiene cada 2 segundos.
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Ejercicios 2

I.- Comprueba cada una de las siguientes funcionesdas:

Vi.

Vil.

viii.

y: eserﬁx
y = ser8 x cos 2>
f (x) =tan® x

s=sent tost f+ 44 =

y=./senx
2

f(0)= seng

f (X) =cos(l- X )

f (X) =cos(l- x ¥

s=sel(3 t2)

y =86cost

y'=3cosXet*

ﬂ =3cosX— Zen2»
dx

f '(x) = 2tanx set x

d—S:tsent+2t+4
dt

COSX
2./senx

-2 cosz

FO)=—pgz

f('x) =2x serfl- X)

f(x) =2(1- x)ser(l—- ¥

s'=6ser3t 2)cos(3 2

y'=cosd - Gserd
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Il. - Realiza las operaciones convenientes e indiopd&n de la respuesta correcta

1. La funcion derivada dé (x) = seni® — 1), es: ( )

A) f(X)=cosi’ - n)
B) f (x)=cos(x)

C) f'(x) = mcos’® — 1)
D) f'(x) = 2xcos* — 1)
E) f'(x) = x*cos’ — )

2. La funcién derivada dé (x) = cos@x* - 5ps: ( )

A) f(X) = sendx®-5)

B) f (x)=-sen8 3

C) f'(x) =—sen4x*-5)
D) f'(X) = 8xcos@x® —5)
E) f'(x) = -8xsern(4x’ — 5)

3. La funcién derivada dé (x) = tan(7 - x* , ks: ( )

A) f(x)=sed(7-x°)

B) f (x) =2xsed (7 - x%)

C) f'(x) =-2xsel(7-x%)

D) f'(X) = (7-2x)seé (7 - Xx°)
E) f(X)=-(7-2x)seé(7-x%)

4. La funcién derivada dé (x) =ctg(x—3X), es: ( )

A) f(X)=csC (x— 3¢)

B) f (x)=-csé (x— 3¢)

C) f(x)=(-6x)csé x— 3¢
D) f'(x)=—-(1-6x)csé x— 3¢ |
E) f'(x)=-6x)csé (x— 3¢
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5. La funcién derivada dé (9) = sed?®, es:
A) f'(0) =sed*tand®
B) f'(0) =tan’&°
C) f () = 39*sedd*tand”®
D) f(9) =3¢’ tan’ &°
E) f'(6) = -39*sedd*tand®

6. La funcion derivada dé (x) = cose(—2x), €s:
A) f(X)=2cscE X )cotf X
B) f (X)=2xcscE ) cotf X
C) f (X) =-2xcscf ) coté X
D) f'(x)=-cscf 2 )cotE X
E) f'(X)=-2cscE X )coté X

1
COs2X |

7. La funcion derivada dé (x) = es:

2
ser2x
B) f (x) = 2ser2x
C) F(x) = _ 2serx

COos2X
D) f'(x) = -2ser2x

0 100-2%

A) F1(¥)=

8. La funcién derivada dé (x) = serf(x* +7), es:
A) f(X)=3cos(x*-7)
B) f (x) =3serf(x*-7)
C) f'(X) = 2xserf(x* + 7)cos(* + 7)
D) f (x) =3xserd(x* +7)cosk® +7)
E) f (x) = 6xserf(x* + 7)cosi’ +7)

9. La funcion derivada def (x) = €, es:
A) f'(X) = cosxe**
B) f'(x) =e ™™
C) f (X) = senx&>
D) f'(x) =€
E) f'(x) =-senx &>
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lll. - Encuentra la funcion derivada de cada una deidgasentes funciones:
i. y=sen/ X-»
il. y =cos(27- x)
i. y=serf(3xm)
: 4
Iv. f(x) =tan——-
() 3

2
V. s=sec

vi.  f(x)=cose¢ x- X

vii. _ sen3 x; 5)
COSX
4t
viil.

S° cost’+77°)
IX. y=ser{mx2) tafyr x 2)

_ 1
. 1= tan(4- %°)

IV .- Aplicaciones

1.- La temperatura en la Ciudad de México durame dias de primavera estd dada por la
funcién T¢) = -10 Sen [/ 12) + 15 cont medido en horas y T medida en grados Celsius

a) Elabora una tabla de la temperatura, consideraaldres de 0 a 48, cada tres horas

b) Traza la grafica de la funcion temperatura

c) ¢ En que intervalos de tiempo la temperaturabegéddo y en cuales esta subiendo?

d) Calcula la razon instantanea de cambio de lpeestura a las 3, 6, 9, y 12 horas.

e) Encuentra y grafica la funcion razon de camisteintdnea de la temperatura

f) ¢ A qué hora del dia se incrementa mas rapitentperatura?
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2.- Un carrito se encuentra unido a la pared, pedionde un resorte. El resorte se comprime
hasta una distancia de 20 cm. de la posicion ddirgu x = 0, y en el instante t = 0 se suelta.
En una situacién ideal (sin friccion) el carritacitsra entre las posiciones = -20 y x = 20. El
carrito tarda 8 segundos en regresar a su posigmal

a) Elabora una tabla de las posiciones que tormareto en
los primeros 8 segundos

b) Traza la grafica de la funcion posicién /m\

c) Calcula la razén de cambio promedio de la posieilos (@) | (@)
t segundos de los 3 a los 4 segundos, y de loed@degundos
Interpreta tus resultados x=C

d) ¢ Cual sera la velocidad instantanea del cari¢és 4 segundos?

e) ¢ En qué momento estard moviéndose mas rapidorid?

Soluciones a los ejercicios de la unidad 1

ﬁjercicios 1
. , 2t
% g i) f'(t) :—W
i M S a
ch: v) ¥ =(2¢) In@2)y 12°)

m. Vi) f'(x) =56 (1+3X)

(%) _2_ 1 vii) f'(x) =9e>*®
X x-1 e -3
1 viii G
iy vy =—£3eXZ ) Y (ex —3x) In(X)
X

IV. a) 6.7 millones de metros cubicos
b) M'(20)= 0.0727, es decir, 72.72 metros cubicos por hectérea.

Ejercicios 2
Il
1) D
2) E
3) C
4) D
5) C
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(Y
i.
iii.

iv.

<

Vi.

Vil.

viil.

6) A
7)E
8) B
9) E

,_(2x=1) cos/ x* - x

2\ X% -x

y =ser{2r- 3

y' =6ser(3 x-77) coq 3% 77)
-4

fxx)=(x_3yseé(xf3j

,_loe-2? t? t?
s = > Se ta
(5-2) 5- 2 5 2

—(3x2 —2x) csc( x3 - x2) ctg( X - )3)
. 3coq X- § copx?)+ 2sed %)

Y= cosz(xz)

‘- 4cos(t 2+ 772)+ 3 2ser( t+ 772)

cosz(t 2+ 772)
y = mrsen(1 x-2)(1+ se¢ (1 x 3)
14x sed( 4 %?)
f(x) =

tanz( 4— 75(2)
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UNIDAD 2. La integral como antiderivada

Propositos:

Introducir el concepto de integral indefinida, atpale analizar situaciones de variacion en las
gue solo se conoce su razén de cambio e inducpriaras formulas para aplicarlas junto con
los dos métodos de integracion

Aprendizajes a lograr por los educandos en la dnida

» Explora a través de tablas graficas o analisis abehportamiento de la variacion,
situaciones o problemas cuya solucién lleva a ér@ota antiderivada de una funcion
constante o lineal.

» Establece la relacion funcional que permite resaVveroblema.

* Encuentra la funcion cuya derivada es de la forfi® =c 0 f(X) =ax+b

» Utiliza la condicion inicial del problema para entrar la solucién particular.

» Identifica que al modificarse la condicion inicils funciones encontradas difieren en
una constante.

» Explica el significado de condicion inicial y ardiivada.

* Conoce la relacion que existe entre la antideriyaeldaintegral indefinida. Maneja la
notacion respectiva.

e Induce la férmula dqrax"dx

» Utiliza una tabla de integrales inmediatas queuyeifunciones trigonométricas y
exponenciales.

» Avanza en el reconocimiento de estructuras al ifileant la formula de la integral
inmediata que requiere utilizar para obtener utegnal dada.

* Identifica las transformaciones algebraicas pemnte®para convertir una integral a una
forma inmediata.

* Mejora su desempefio algebraico, a traves de lucéS0o de ejercicios de integracion.

» Reconoce que el método de integracion por partefiabas posibilidades de integrar
productos de funciones y sabe que se desprendeda@eVvada de un producto.

» Utiliza el método de integracion por partes.
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Estrategias de Aprendizaje

* Reconoce las caracteristicas de la integral indiefin
* Procede a resolver problemas con las formulastdgriarcion.

* Reconoce la importancia de los diferentes métodastdgracion. como el elemento
clave en la resolucion de problemas.

* Adquiere la habilidad en las técnicas de integrapig@ra la resolucién de problemas que
involucran integrales indefinidas

Actividades de aprendizaje

La Integral como Antiderivada

Durante el manejo de las matematicas hemos endonf@e existen operaciones inversas, tales
como la adicion y la sustraccion, la multiplicacigla division, la potenciacion y la radicacion.
En célculo diferencial determinamos la funciéon vk f'(x) de una funciérf(x), ahora nos
ocuparemos del proceso inverso, es decir, dadarleidn derivadaf '(x) obtendremos la

funcion f(x).

Una funcionF, es llamadaAntiderivadao Primitiva de una funcionf, en un intervald, si
F'(x) = f(X) paratodo valor de en el intervalo.

Ejemplo:

La funcion derivada dé& (x) = X es f'(x) = 2x
La funcion derivada d& (x) = X* +5 es f'(x) = 2x
La funcién derivada dé& (x) = xX* -9 es f'(x) =2x
La funcion derivada dé& (x) = X° +§ es f'(x) =2x
La funcion derivada d& (x) = X* + ¢ es f'(x) = 2x

Como observamos, la antiderivada o primitiva defulacion f(x)=2x es el conjunto de
funciones f (x) = X + ¢, a la cual denominaremagegral indefiniday la expresaremos como:

J'f(x)dx: F(X+ ¢
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Al proceso de obtener la funcion antiderivada enfiiva de una funcion se le llama Integracion
y ac, se le llamaonstante de integracion
A la expresiordx se le llamaliferencialdex

La diferencial de una funcioms el producto de la funcién derivada por la difieral de su
variable independiente, asi:

Dada la funcidry = f(x), se tiene quely = f'(X) dx
Como describimos renglones arriba, la antideriva@dintegracion es el proceso inverso a la
derivacion, y podemos relacionar las principalesnfdas de integracion con las respectivas

féormulas de derivacion.

Formulas de integracion

Idu:u+C Icosudu: senu (
chu = cjdu Itanudu =In/sea +C = ~In/cosu +C
jdu+dv—dW:jdu+jdv—jdw jcotudu: In| senp+ (
n+l
ju”du =1 _+c sinz-1 jsemdu= Injseas +tanu +C
n+1
ctu =Inju +C Icscudu: I csau— cotj+ C
Ia“du: a +C Iseéudu:tanu+C
Ina
Ie”du =e"+C Icscf udu= - cotu+ C
Ilnudu:u(lnu—1)+C Isecutanudu:secu+C
Isenudu: -cou+C Icscu coudu=- csat+ C

Para obtener la integral de una funcién, es ndoegae se ajuste a alguna de las férmulas
presentadas anteriormente, aunque en algunos css@s hecesario realizar algunas
transformaciones o aplicar algupeopiedad de las integralefas cuales encontraras facilmente
en la bibliografia sugerida.

Ejemplo

Para calcularj' (3x* - 5x% + 2x— 8)dx, inicialmente, se observa que corresponde adgjiak de
una suma de funciones, la cual se descompondegsemia de integrales:

j(3x4—5x3+2x—8)dx=j3>éd>ej 5% dxj 2xdxj 8 ¢
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y en cada una de estas integrales existe la mcétgidn de una constante por una diferencial, lo
cual se transforma en el producto de la constamtéapntegral correspondiente, asi:

.|'3x4dx—.|'5>5dx+.|'2xdx—f8 dx %l % dx q e db(%l x&x?

en esta Ultima expresion, se puede utilizar la fdande integracion de una potencia ya que cada
una de las integrales se ajusta al modelo preseptadicha formula:

4+1 31 1
X X

3 x‘dx-5[ X dx+ 2 xcx § dx 3:+1- 5.t 4 8%

y al simplificar obtenemos:

j(3x4—5x3+ 2X— 8)dx:§ i—g X+ %- 8% |

Ejercicios 1

|.- Encuentra la antiderivada de las funciones dadas.

i f(X) = X2 —4x +3
5 1

i, f(x) = 2x4 +6x4 +3x 4
ii.  f(X) = 2x3-x%2+3x -7
5

iv. f(x) = 3x° ~x3

v. ()= 10x*-6x3-7x+5

3
vi. f(x):;—&+7
X 6
) 13
vi.  f(x)=—-
X5 X2
viii, f(x):?n&+}
X
4 7
ix. f(X)=-—=-—+X
X7 X4
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Il .- Comprueba cada una de las siguientes integrales:
8

i. jx7dx:%+ c

i, j(4x3+3x2+2x+ B)dx= X+ X+ X+ 5%

dx 1
_2:—_+C
X X

5
iv. .[(3—2x—x4)dx: 3x- )5—%+ C

v [ G2l

4 7
Vi. .[(1—X3)2dx= x—XZ+X7+ C
y dx 3 X N

vii. J.ﬁ_ 5 *e
dx _ 1

VIII. J.?——§+C

. s a2 X 2
iX. j(x —1)%dx="—-= X+ x+ ¢
5 3

X. .[(\/5—«/7()2dx: ax—g x/_axrx—22+ (

. - Aplica las férmulas de integracion adecuadadizeetas operaciones y escribe la opcion de
la respuesta correcta

1.- j(3x5-7x4— X+ 565X - 2x+ 9)dbes )

A) 15x* - 28x® -3x* +10x—2+9+cC

B) LI I
2 5 3
C) ;x6—2x5—1x4+5x3—x2+9x+c

D) 15x* - 28x* = 3x* +10x—2+cC

E) 15x* - 28x> - 3x* +10x +cC
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4
D) 3L+C
5

4
E)3L+C
20

3.- J'%dx es

A) —l6+c
X

B) —42x° +c
7

C)-——+¢C

) 6x°

D) —28x* +c
7

E)-—+c
) 4x*

4.- IZSX es (

2
A) X—+c
2

B) In x +c
C)%+c
X

D) x*+c
E)2Inx +c
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5.-j(x2+1)xdx es ( )
A) (X*+1)*+c
B) 2(x> +1)2+c¢

C) ;(x2 +1)°+c

D) éll(x2 +1)°+c

E)4(x* +1)° +c

Métodos de integracion

Existen muchos casos en que el proceso de intégraoi se realiza mediante calculos directos,
sino que es necesario efectuar algunas transfaomegti A estas transformaciones se les conoce
generalmente comiétodos de integraciorentre los cuales estan la integracion por susiitiic
integracion por partes, por sustitucion trigonométr por descomposicion en fracciones
parciales, etc.

Revisa en la bibliografia sugerida como se llegat@ cada uno de estos procesos.

Integracion por Sustitucion
Ejemplo
Determinar I xe dx
Solucion:
Esta integral puede ajustarse a la forfﬁ#du. tomandou = X y obtenienda@lu = 2xdx
2 _ 1 2
[xe dx—EJ & (2 xdx
:lje“du, donde u =x?
2

:le”+c:—1é8+ c
2 2
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Integracion por partes

Evaluarf xLn x dx

Solucién: Como la integral no se ajusta a una fofamailiar, intentaremos la integracion por
partes. Seau =xy dv=Lnxdx entoncesdu=dx perov= ILn X dx no es evidente por

inspeccion. Si cambiamos la seleccion poer:iLn x y dv =x dx entonces du= 1dx y
X

V= dex:XZ2

Asi, J'x Lnx dx=(Ln X (X—Zj— I(XEZJ

Aplicacion del método de Integracion por partes dogeces.

Calcular J' x2e”*dx.

Solucién Seau =X ydv=¢€"1dx entonces du=2xdxyv= %ez“l

2 42X+l 2x+1

x2e?dx=2¢ " _[€ 2xd
| 5 | 5~ (@Y
2 A2X+1
_Xe —IX82X+1dX

Para encontrarj xe**"'dx, usaremos de nuevo la integracion por partes.

X+1

Aqui, seau = xydv = e* dx entonces du=dxyv :% 3

2x+1 2x+1

j xe?Igx = ~€ —j € dx
2 2
x+1 X+1
_ xet & ‘C
2 4
2 \2X+1 x+1 2x+1
Asi, Ixzezx+1dx= X' _xe +& 4c
2 2 4
2X+1
= (xz —x+1j+C.
2 2
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Ejercicios 2
I.- Comprueba cada una de las siguientes integrales:
b) Integracién por sustitucion

cosx , _ ~1

1. ,[ 3 - 2 +C
ser’x 2ser-x

4x+2
i T E k= 2Lnx + x—
Ix2+x—3 Xx=2Lnx* +x-3+c
dx 1

i, I ~== +C

(x-1) 2(x- 1y

iv. J‘e“““"dx:%e““?’ +c
V. I(x2—7)\/x3—21xdx:§\/(>§'—21xf+ C

vi. J'secz @-X)dx=-5tan@-£) +c

4x°dx _8/X+8
J

Vii. M = 3 +cC
a-vx?_ 2(/a-x?
VIII. .[ \/; =- 3 +C

b) Integracion por partes:

i J'xsenxdx: SeNn¥X XCOoSHX

ii. _[In xdx= Xn x= x+ ¢
X

e
ii. _[excosxdy;z( senx co$x

iv. J.sz/l— X dx= —%5«/(1— X’ (15X + 12 5



V. .[sec?xdx=% (senxtan* In( seci tanx

COosnx . xsennx
+ +

Vi. J'xcos nx dx —;
n n

Vii. J'aseé ada= atanaln| cosa

Il. - Realiza las operaciones convenientes, aplicentedos de integracion adecuados y sefiala
la opcion de la respuesta correcta.

1) j«/s— xdx = ( )
A) gq/(3—x)3+c
B) —2«/(3—x)3 +c

C)g (3-x)°+c
D) —23’/(3—x)2 +C
E) —21/(3—x)3+c

2) j(x2 -x)°@x-Ddx= ( )

2 N2
xX=%° , .
2

B) 2(3x* -5x)*6x+cC

(X =x)°

A)

C) 2x-D+c

D) 4(3x* —5x)°6x+cC

(¢-%"

E) 4

c
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Ixdx
3) [ 229X
)I(Z—x2)3

9 ..
8(2-x?)*
9 ..
4(2 - x%)?

4(2-x%)?
9 ..
2(2-x%)?

8(2 - x*)*

A)
B)
C)
D)
E)

4) j ser(4x - 3)dx (
A) —icos@x—3)+c

B) —4cos@édx-3)+c
C) 4sen4x-3)+c

D) Allcos@lx—?)) +C

E) —Lllser(4x—3)+c

5) j x(2x+1Pdx  ( )
A) (2x+1)?+c
B) 2(3x* —5x)°6x+C
C) x* +:x3 +;x2 +C
D) 4(3x*> —5x)°6x+cC

4 1
E) x(xX*+-x*+>)+c
) x 3 2)
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6) j xsed (5 - 3x?)dx (

A) —étan6—3x2) +C

B) 6tanG—3x°) +c¢
C) —6tan6-3x°) +cC

D) étancs—3x2) +C

E) —ésec(S—sz) +C

Soluciones a los ejercicios

Ejercicios 1
l.

i. F(x)=3x3-2x*+3x+c

8x94 24x%‘
+

i. F(x)=

9
4 3

i, F(x) =X % 43X
2 3
6 3y’

v, F(x)=2_3X
2 8

3x* _7x2

v. F(x)=2x>-—"-
(x) 2

3[y 2 3l y 4
Vi. F(x)=9—x—%+7x+c

2
" -1 3
vii. F(x)=—=+—
(x) 4x* X

viii. F(x)=2/x%+2/x+c
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Ejercicios 2

Il.
1)
2)
3)
4)
5)
6)

>OrOoOmw
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UNIDAD 3. La integral definida.

Propasitos:
* Introducir el concepto de integral definida coma tumcidn-area para construir su
significado
» Comprender la relacidon entre la derivada y la irstlegue se sintetiza en el teorema
fundamental del calculo.
Aprendizajes a lograr por los educandos en la dnida

» Asocia el area bajo una curva con la solucion asitnacién dada.

» Calcula el &rea bajo la grafica de funciones cossay lineales, auxiliandose de la figura
geomeétrica respectiva.

» Obtiene la funcién-area, que proporciona el ar¢albagrafica de una funcién constante
o lineal en intervalos de la forma [®], [0, a], [a, b]

* Relaciona la antiderivada de una funcién con laifutmarea asociada.

* Interpreta el area bajo una curva de la forhfa) = x".

» Reconoce a la aproximacion numérica como un méjederal para calcular el area bajo
una curva.

» Asocia el método de aproximacién numérica parautaien area con un proceso
infinito.

* Analiza el comportamiento del proceso infinito aado a la aproximacion numérica para
conocer si tiene un valor limite y cudl es éste.

» Aproxima el area bajo una curva utilizando sumaa&rdes.

* Valora las ventajas de la existencia de una anv@#ds para encontrar la integral definida.
» Comprende la interrelacion que se establece ea@kma Fundamental del Célculo.

» Aplica el Teorema Fundamental del Calculo.

* Calcula el area entre dos curvas.
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Estrategias de aprendizajes

* Reconoce el significado de la antiderivada endalueion de problemas.

* Identifica la interrelacion del Teorema Fundamedg&lCalculo en los diversos
problemas de aplicaciones.

» Procede a resolver problemas de las integralesida$i con los métodos de integracion
de las integrales indefinidas.

» Identifica los elementos y las relaciones que ugen en el problema.

* Reconoce la importancia del Teorema fundamentaCdkdulo.

Actividades de aprendizaje

La integral definida se interpreta geométricamentao el area bajo la curva de la funcién.
Problema:

Calcular el area bajo la grafica d), por arriba del ejeX y entre las rectags =ayx=Db

A:T f(X)dx

Ejemplo:

Calcular el area limitada por la gréafica de la fancf (x) = X°, las rectasx =0y x =1 y el
eje de las abscisas:

Solucién:

1 3 1 3
Area:J' %d)@% L d
0
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Teorema Fundamental del Calculo

Seaf(x) una funcion definida en un intervalo cerrado Jaghtonces lantegral definida def(x)
b
desdea hastab, se denota com§) f (X)dx, y se define como:

b

[f(0dx= Kb~ F3

a

en dondeay b se llaman limites de integracidmguperior ya inferior), y F§) es la primitiva.

Ejemplos

1

1. La integral definidaj' (x* -1)dx, se obtiene:
-3

Inicialmente integrando, es decir:

X3

1
3

3

Jl'(x2 —-1)dx=

Enseguida se evalla la primitiva, primero en eltémsuperior y se resta su evaluacién en el
limite inferior, como sigue:

1 3 1 3 _2\3 —
J.(xz—l)dx=x——>4 S ) =—1—1—(—27— 3):—1— WO 3=
% 3 1.3 3 3 3 3 3

2
2. La integral definida def cosxdx, se obtiene integrando, evaluando y sustrayend@let

3
obtenido de la evaluacion en el limite superiad) f2enos la evaluacién en el limite inferidg),
lo que queda:

J',z,”cosxdx = senﬁf =sen2m) - ser(g) = O—f = -0.866
3 3
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Ejercicios 1

Comprueba cada una de las siguientes integralesdies:
h 4
. I(sz—x3)dx:— iX.
% 3

i Ja-yNydy=-22

X.
s

il jcosz<dx=@ _
0 4 Xi.
s

iv. Icosx dx:l Xii.
et 2
(11 10

\Y; — —— ldx=— Xiii.
I(x ij 9
3 _X 2

Vi. e 2dx=2e- = 4.990¢ Xiv.
Jermee
8

vil. '[é/ydy=12 XV.

0

viii. j x& dx= +
) 2




Aplicaciones de la Integral
Al igual que la derivada de una funcion tiene uremgantidad de aplicaciones, dentro y fuera de

las matemaéticas, la integral también las tieneyrdiguacion mostraremos algunas aplicaciones
sencillas.

Ejemplo 1

Una particula se mueve a lo largo de una rectmati que su velocidad e(t) = —t + 6,
dondet es el tiempo medido en segundos y la velocidadrastida en metros por segundo
a) Calcula la distancia recorrida entre los segundo$ yt = 3

Solucién

Recordemos que la velocidad es la raz6n de cangbla dosicion, es decir, su derivada, por lo

3 3 2
que tenemos: s(t) = Itz—t+6dt: t3—t2+6t+c
1
La distancia recorrida entre los seguntlesl yt = 3 queda determinada por:
3 3 42 8
d=[t’~t+6dt = LIS
1 3 2 1
=45_35_°0_ 1666
2 6

Asi, la particula recorrié una distancia de 16.&4ros

Ejemplo 2

Una poblacion R) de animales aumenta con una rapidez anual dad&(f)c= 200 + 50 t donde
t estad medido en afios

a) Calcula cuanto aumenta la poblacion entre los &gtosro y noveno

Solucién

Recordemos que la rapidez de cambio es la derdadafuncion poblacion, por lo tanto:
P() = [200+50t dt= 200t + 25t +c

La poblacion aumenta entre los afies3 yt = 9, tanto como:
p= [ 200+50t dt = 200 + 252 + ¢’

=3825-825
= 3000

De modo que, la poblacion aumenté en 3000 anineslesos afos.
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Ejercicios 2

I. Una particula se mueve a lo largo de una rectaat® que su aceleraciona$) =t + 5y su
velocidad inicial es(0) = 4, cont medido en segundos y la velocidad medida en mptos

segundo.

a. Encuentra la funcion velocidad de la particula

b. Calcula la distancia recorrida durante el tiempod€® at =8 seg.

Il. Comprobar el valor del &rea de cada region limitea@mo se indica:

i. y=x?% x=1,x=3yel eje de las abscisas

i. f(x)=4x — x2 y el eje de las abscisas

ii. y=x*—7x+6,x=2,x=6yeleje de las abscisas

iv. f(x) =6x—x2y f(x) = x*—2x

Soluciones a los Ejercicios

Ejercicios 2
l.

b.

t2
v(t) = *+5t+4
277.33m.

Area= 27 U
3

Area= 32 U
3
56

Area==—
3

Area= 64 T
3
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UNIDAD 4. Modelos y prediccion.
PROPOSITOS:

» Culminar el estudio de la derivada y la integral construccion de un modelo que las
involucra relacionado con situaciones de diversogextos.

» Utilizar el modelo para hacer predicciones sobieaiportamiento general y puntual de
las situaciones estudiadas.

APRENDIZAJES A LOGRAR POR LOS EDUCANDOS EN LA UNIDA D

El alumno:
» Explora en forma numérica, gréafica o algebraicactandiciones de una situacion dada.

* Reconoce que el comportamiento de la rapidez déicassociada a la situacion, se
puede modelar a través del esquema:
dF

EG
dt

* Reconoce que para obtener la funcién que modeleklema tiene que recurrir a la
integral para obtener una antiderivada.

, ., . .. dF
» Conoce el método de separacion de variables psolvee la ecuamo% =kF,ylo
aplica en algunos ejemplos.

» Toma en cuenta las condiciones iniciales para ebfarsolucion particular que
representa a la situacion, y llega a un modeldipelF (t) = F e

» Utiliza el modelo para hacer predicciones sobeiportamiento general y puntual de la
situacion.

« Distingue la diferencia en el comportamiento detielo F (t) = F,e* dependiendo del
signo dek y lo que esto significa en las situaciones modead

« Aprecia la importancia del modelB(t) = P,e al saber que se aplica en situaciones de
indole diversa.

46



Estrategias de aprendizaje

» Ejercita las técnicas de derivacion e integracibmedelos que relacionan ambos
conceptos. Es decir adquiere destreza en la ajdlicde los conceptos fundamentales del
calculo.

* Reconoce de manera fehaciente la relacion invertsa @erivada e integral en la practica
de resolucion de problemas.

Actividades de aprendizaje

Ejemplo 1.Desintegracion radiactiva

Una sustancia decrece o decae con una rapidezrpiama a la cantidad de la sustancia presente
. . dR
al tiempot, es decir, (:it =KkR(t).

Se llama semivida 6 vida media al tiempo que dedbyesturrir para que la cantidad de sustancia
sea la mitad de lo que era originalmente.

El radio tiene una semivida radiactiva de 1620 ajpveximadamente. Si originalmente se tienen
Ry gr. ¢ Qué porcentaje de una muestra queda traafiteQ?

Solucién

Para responder tendriamos que calcular el valdR(@60) a partir de saber qu%?z kR(t),

R(0)=Ry y R(1620)= R/ 2

Analicemos la situacion:
. . : . dR
La razén de cambio es proporcional a la funcion ot = kR(t)

- 4R _
%—kd y RO kjdt

ComoR(t) es una cantidad positiva, tenemos Ln|R(t)| = kt+ C

Separando variables tenemos:

Por tantoL n(R(t)) = kt+ ¢, ahora aplicamos la funcion exponencial:R t =(&"°
por propiedades de la funcion exponencial resi{#) = '€

es decirR(t) = G &' con C,=¢
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Ademas sabemos que  R(0)=C &? =R
dedonde C,(1)=R, C,=R

Porloque R(f)=R €

También sabemos que  R(1620)= R, &% =R

2
de donde R &= L} ghaszo) = Ry okaszo) _ 1
2 2R, 2
Ln(g¢9) = L’(Ej kK1620)=-Ln(2)  k=—"3) < 6 00042;
2 1620

Y finalmente tenemos la funcion R(t) = R, e %%

Asi, parat = 100 se tieneR(100) = R, e ****’, lo que equivale aR(100 = R, (0.9582
Es decirdespués de cien afios habra el 95.82 @& la cantidad inicial.

Ejemplo 2.Tamafio de un lote econémico

Una empresa produce y vende anualmente 10,000 desidde un articulo. Las ventas estan
distribuidas uniformemente a lo largo del afio. lmapeesa desea determinar el niumero de
unidades que deben fabricarse en cada periodoodeqmién para minimizar los costos totales
anuales de operacion y los costos de inventarigpr&auce el mismo namero de unidades en
cada periodo. Este numear@se denomingamafio economico del lote cantidad econémica de
pedido.El costo de producir cada unidad es de $20 y dssos de inventario (seguro, interés,
almacenamiento, etc.) se estiman iguales al 10%adet del inventario promedio. Los costos de
operacion por periodo de produccion son $40. Emaoat tamafio economico del lote.

Solucién: Seay el niamero de unidades en un periodo de produc€@o6mo las ventas estan
distribuidas a razon uniforme, supondremos quewaritario varia uniformemente dea 0 entre
periodos de produccion. Asi, tomamos el inventaredio igual ag/2 unidades. Los costos de
produccion son de $20 por unidad, por lo que ernvaél inventario promedio es de 282). Los

costos del inventario son el 10% de este vanr,ZGEgJ (0.10) =q

El nimero de periodos de produccion por afio e9D@®0/q. Asi, los costos totales de operacion
10,000J

q
Por lo tanto, el total C de los costos del inveatgoperacion estd dado por:

son 40(
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C=0.10 (20){2} 40 (10’200} = g+ 400000
q

dC _, . 400000 _ g2 - 400000
dq q’ q’

Haciendo% =0, obtenemos  ¢* = 400,000.
q

Comoq > 0, escogemos q=-/400000 = 200/10 ~ 632.5

Para determinar si este valorgliminimiza a C, examinaremos la primera derivada.
Si0<qg< /400000, entoncesz—c< 0. Sig > /400000, entoncescél—C > 0.
q q
Concluimos que eq = 632.5 se tiene un minimo absoluto. El nUmerpeatedos de produccion

es de 10,000/632.5 15.8 se tendria entonces practicamente 16 lossls ano con tamafo
econdmico de lote igual a 625 unidades.

Ejemplo 3. Determinacion de la edad de una herramiga antigua

Se encontrd que una herramienta de madera halladaseexcavacion en el medio oriente tiene
una relacién de carbono 14 a carbono 12 igual a®.& relacion correspondiente de un arbol
actual. Estimar la edad de la herramienta al cidatafios mas cercano.

Solucién

SeaN la cantidad de carbono 14 presente en la madafos después de que se fabrico la
herramientaN sigue el planteamiento:

N=N,e" dondeN, es lacantidad de carbono 14, cuatw®

Como la relacién de carbono 14 a carbono 12 e$ &0, entonces debemos encontrar el valor
det para el cuaN=0.6N, .

0.6N, = N,e™
0.6=e™
-t =In(0.6),

1
t =—=1In(0.6).
y (0.6)
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C
Los siguientes datos son conocidos: la vida mesiia!er]—zz 0.6931=

en particular para el
g ki y p p

carbono 14 es de 5600 afos.
Por tanto A = In_2 , la sustituir
5600

1
“n2)
5600
_ 56001In(0.6)
- In2

=4100
La herramienta hallada tiene aproximadamente 4M68.a

t= In(0.6)

Problemas de Crecimiento y decaimiento exponencial

1.- Crecimiento Poblacional Entre 1980 y 1993, la razén de cambio del nirdermédicos en
EU. era proporcional al numero de ellos. Para0 la poblacion de médicos correspondiente a
1980 era de 476, y en 1988 estaban aumentanddradazl5.23 médicos por afio. Determina la

funcién poblacion para esos afios.

2.- Inflacién. Si la tasa de inflacion anual es, en promedib5&é en los proximos 10 afios.

a) Verifica que la razén de cambio de C, respedtmadido en afios, es proporcional a C.
¢ Cudl es la constante de proporcionalidad?

b) Determina la funcion que da el costo C de biengmacios en los afios de esa década
c) Siel cambio de aceite de su automovil cuesta 269 $estima el precio dentro de 10

anos.

3.-Interés compuesto Completa la tabla para determinar el balahdeP dolares depositados
a una tasa de interés duranteafios y compuesto n veces al afio.

a). P=1000y = S y t =30 afios.
10C

b). P =2500, = 6 y t=20 afios.
10C
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n 1 2 4 12 365 Continuo

A

A

4.- Crecimiento de poblacion.En cierta ciudad, la poblacion en cualquier tieropmbia a una
razoén proporcional a la poblacion existente. SL@80 habia 20 000 habitantes y en 1990 habia
24 000, encuentra una ecuacion para la poblaci@h tegampot, dondet es el nUmero de afios
después de 1980.

Puedes asumir que el logaritmo natural de 1.2ued &0.18. ¢ Cudl es la poblacion esperada en
el aflo 20107

5.- Desintegracion radiactiva Completa la tabla para cada is6topo radiactivo.

Cantidad Cantidad
Is6topo Vida media en afiog Cantidad inicial| después de después de
1000 anos. 10 000 afios.
Ra226 1620 10 g.
Ra226 1620 15g¢.
cl4 5730 24Q.
cl4 5730 3ag.
pu239 24 360 2.14g.
pu239 24 360 0.4q.

6.- Crecimiento de poblacion.La poblacion de un pueblo se incrementa por ciiecito natural
a una razon proporcional al nim&tale personas presentes. Si la poblacion en el tietrpd
es de 10 000, encuentra dos expresiones paralicpotN, t afios después, si la poblacion se
duplica en 50 afios. Supon que el logaritmo nated es igual a 0.69. Encuentra tamiien
parat = 100.

7.- Fechado con CarbonoSe encontré que un rollo de papiro egipcio tiana relacion de
carbono 14 con carbono 12 igual a 0.7 de la ratactdrespondiente a la de un material similar
actual. Estima la edad del rollo al ciento de afias cercano.

8.- Fechado con Carbono Un espécimen arqueoldgico recientemente destobiene una

relacién carbono 14 con carbono 12 igual a 0.2adelacion correspondiente a la de un material
orgéanico similar actual. Estima la edad del espésial ciento de afios mas cercano.
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Soluciones Problemas de Crecimiento y decaimientagonencial de la unidad 4

1. P(t) =476 %3¢

2.

a) k=0.05
b) C(t) = 250 &%

c)C(10)=%$412.18

3. Con la férmulaA(t)= P(1+ r
n
n 1 2 4 12 365 Continuo
4321.94 4 399.79 4 440.21 4 467.14 4 481)23 46481.
A
10 804.86| 10999.47 1110083 1116936 11 203.071 20%4.22
A

4. P =20 000 €°'8'y |a poblacion esperada en el 2010 es de 34 3pldrstes

5.

Desintegracion radiactiva Se empleaC = Coe*!

Cantidad Cantidad
Is6topo Vida media en afiog Cantidad inicial| después de después de
1000 anos. 10 000 afios.
Ra226 1620 6.52¢ 0.14g
Ra226 1620 2.39 0.03g
cl4 5730 6.79 5.99
cl4 5730 2.79 0.99
py23° 24 360 2.169g 1.6g
py239 24 360 0.53¢g 0.52¢g

6. N =10 000 €-°**®y N (100) = 39 749 habitantes.

7. Aproximadamente tiene 2 800 afios tiene el papiiocey

8. Aproximadamente tiene 13 000 afios de edad el espAci

52



Bibliografia

Bibliografia sugerida

Bittinger, Marvin. Célculo para Ciencias EconoOmadministrativas. Séptima edicion, Addison-
Wesley, Colombia, 2002.

Goldstein, L. J. et. al. Célculo y sus aplicacignegentice-Hall Hispanoamericana, México,
1987.

Hughes, Deborah et. al. Célculo Aplicado, CECSAxid& 2002.

Salinas, Patricia, et. al. Elementos del Calculup@ Editorial Iberoamérica, México, 2004.
Stewart, James, Célculo de una variable, trascéesléempranas, Thomson-Learning, Cuarta
Edicién, 2001.

Stein, Sherman y Barcellos, A. Calculo y Geometiialitica.1, McGraw — Hill, Colombia,
1995.

Warner, Stefan y Costenoble, Steven. Calculo Agbce&Segunda Edicion, Thomson, México,
2002.

Lecturas educativas

Filloy, Eugenio et. al. Matemética Educativa. Fod@oCultura Econémica, México, 2003.

“El concepto de infinito: Obstaculo en el aprenfizdel limite y continuidad de funciones y
tangencia, contacto y la diferencial”.

Cantoral, Ricardo. Matematica Educativa. Un Estutiida formacion social de la analiticidad.
Grupo Editorial Iberoamérica, México,

Bibliografia adicional

Granville, W. A. Célculo Diferencial e Integral. Nega Editores y Limusa, México 1991.
Swokowski, E. W. Calculo con Geometria Analiticau Editorial Iberoamérica, Segunda
edicion, 1987.

Jagdish, C. at. al. Matematicas Aplicadas a la Adstracion y a la Economia, Prentice Hall-
Hispanoamericana, Tercera Edicion, México, 1992.

53



