LA FUNCION CUADRATICA Y LA ECUACION DE UNA PARABOLA
VERTICAL

El problema de las relaciones

¢ Qué relacion hay entre las propiedades
analiticas de la funcion cuadrética y las pro-
piedades geométricas de la parabola?

Seguramente al estudiar esta unidad han surgido varias situaciones que nos
recuerdan conceptos abordados en cursos anteriores.

Por ejemplo, al ver la ecuacion general de una parabola vertical

Ax?+ Dx + Ey +F = 0 vino a la mente lo aprendido en Matematicas Il sobre funcio-
nes cuadraticas:

f(x) = ax® + bx + ¢, puesto que de Ax*+ Dx + Ey +F = 0 se obtiene:
A, D F
_7X —

E° E E

Nos preguntamos cuando se va a cerrar el circulo, cuando se van a conectar
las ideas manejadas entonces con las presentadas aqui.

y:

La respuesta es: jAhora!

Consideramos pertinente mencionar en este momento algunos conceptos que po-
drian surgir al realizar los analisis que se propondran a continuacion.

1. Una funcion se constituye asi:

Una regla de correspondencia que asocia a cada elemento del conjunto D
uno y solo un elemento del conjunto C.

Tenemos entonces una funcidon cuyo dominio es el conjunto D y su contra-
dominio es C; esto se representa asi: f: D—>C

Al analizar este importante concepto matematico surgen algunas
Observaciones:
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i. Las expresiones “la funcién f(x)”, “la funcion y = f(x)”, “la funcion x> —x +1,
deben interpretarse con cuidado. Los simbolos “f(x)”, “y”, “x* — x +1” represen-
tan numeros, los numeros Y que la funcién f asocia a los nimeros X. Una funcion
NO es un numero, sino una manera de asociar un Unico numero Yy a cada namero

X del dominio.
ii. Una funcion NO es una férmula. Aunque la regla de correspondencia es

parte esencial de una funcién y generalmente se da en forma de expresion alge-
braica, como:

a) f(x) =x (200 -x) ; b) f(x) =3x-1
c) fX) =x*-7x+8 ; d) fx) =- Vx+1
e) f(x):% ; f) f(x) =senx

puede haber una funcion perfectamente definida sin una férmula o expresion alge-
braica, por ejemplo:

f(x) = mayor entero menor o igual que x

1 six>0
f(x) = 0 six=0
-1 six<0
f(xX) =1 si x es un entero, f(x) = -1 si x no es entero

f(x) = namero de letras requeridas como minimo para expre-
sar en espafiol el niumero racional X.

3. En cuanto a la construccion de la gréafica de una funcion:

» La regla de correspondencia indica con precision y de manera inequivoca
gué operaciones debemos llevar a cabo con la variable independiente X,
para obtener el Unico valor y que le corresponde a cada X.

» El dominio de la funcion y = f(x) debera estar definido claramente, para
saber qué valores puede tomar la variable independiente X.

» Sidamos a X un valor numeérico X1, que esta en el dominio de la funcion, y
tomara el valor numeérico Y que esta en el contradominio.

» Los dos numeros Xi, Y1 determinan un punto Qi en el plano cartesiano,
con coordenadas Q1 (X1,Y1).

» Si X toma otro valor numérico X, , y tomara el valor Y,y la pareja (x2,y2)
define otro punto Q; (X2,Y2).

» Se continta el proceso anterior para un niumero “suficiente” de puntos.
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» Se unen los puntos graficados por medio de una linea continua, si el do-
minio de la funcién es un subconjunto de R.

> Se llama gréfica de la funcidn f(x) al lugar geométrico de todos los pun-
tos cuyas coordenadas se obtienen tomando X del dominio de la funcién f(x) y
calculando Yy con la regla de correspondencia.

4. La gréfica de una funcién cuadratica f(x) = ax’ + bx + ¢ es una parébola.
5. La parabola abre hacia arriba si a > 0 y abre hacia abajo si a<0.

Conceptos clave

22 La funcion cuadratica f(x) = ax* + bx + ¢ es de la misma forma que la
ecuacion de una parabola vertical expresada en forma general:
A, D F

Ax?+ Dx + Ey +F = 0, haciendo y = — it

Si trabajamos un poco en la funcién cuadratica y = ax* + bx + ¢, como lo hi-
cimos cuando llevamos la ecuacion general de una parabola vertical a la forma
ordinaria:

b
ax® + bx+c:a(x2+x +c
a

(2 b (bﬂ b2
=a X"+ X+| —| [+C———
a 2a 4a

b\ b2
y:a(x+J +C——
2a 4a

2 2
De donde: a(x+2bj = y+Z—c y finalmente llegamos a la expresion
a a

2

b 1 2 . .

(x+ o) ~a y+ 4——c , que reconocemos como una parabola vertical con
a a a

- b b? : I .
vértice V| - 2a’ c-— 18 a la que podemos aplicar el siguiente analisis:
a a
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2
Si a>0, l> 0 y por lo tanto el factor y+2—c> 0 puesto que el lado iz-
a a

b\’ b?
quierdo de la expresion (x+2j siempre es no negativo. De y+4——c> 0 se
a a

2
deduce que y >c—b—
4a

Esto ultimo significa que a > 0 implica que los puntos de la parabola tienen
una ordenada mayor que la del vértice, es decir, estan por arriba del vértice, lo que
a su vez significa que la funcién se extiende jhacia arriba!, como se vio en la para-
bola. Y por lo tanto el vértice es un valor minimo de la funcion cuadrética.

De manera que si a > 0, f(x) = ax® + bx + ¢ tiene un valor minimo cuando
b . - b?
X =—_——, siendo ese valor minimo: y,,, =C—-——
2a 4a
o 1 b?
En cambio, si a<0, ~<0 y por lo tanto el factor y+ 4——c< 0 para que el
a a

o L b\’ . b?
lado izquierdo de la expresion (x + Zj se conserve no negativo. De y + 4——c< 0
a a

2
se deduce que y<c——.
4a

Lo que significa que los puntos de la parabola tienen una ordenada menor
gue la del vértice, es decir, la funcidn se extiende jhacia abajo!, como ocurrié en la
parabola. Por lo tanto el vértice es un valor maximo de la funcién cuadratica.

De manera que si a<0, f(x) =ax*+bx + ¢

o . b
Los valores que producen el maximo de esta funciébn son x:—z—, y
a

b2
ymax 4a

Sugerencia para quien imparte el curso

Si las condiciones del grupo lo permiten y quien imparte el curso
lo considera pertinente, se puede continuar con el analisis que hemos
iniciado.

Hemos visto cdmo, analizando la funcion cuadratica, hemos arribado a resul-
tados similares a los obtenidos al estudiar la parabola vertical, lo que por cierto, da
respuesta a la pregunta con gue iniciamos esta seccion.

Este andlisis comparativo puede llegar mas lejos.
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Revisando la ecuaciéon de una parabola vertical como funcién cuadratica, po-
demos determinar los intervalos donde la funcién es positiva y donde es negativa,
lo que equivale a saber donde la pardbola esta arriba del eje X y donde esta abajo.
Asi como los puntos donde la parabola corta al eje X, que corresponden a los ce-
ros de la funcién, que a su vez son las raices de la ecuaciéon ax*+bx+c=0

Una vez calculadas y localizadas las raices de la ecuacion, lo que no repre-
senta mayor dificultad, encontraremos que X3 =r; y X2 = r , supongamos que
rh<ro.

1.Si a>0, f(x) =ax’* + bx + ¢ = (X - r))(X — o)

f(x) serd positiva cuando el producto anterior sea positivo, y eso ocurrira
cuando se cumpla alguna de estas dos posibilidades:

) x—ri >0y x—r,>0,lo que a suvezimplicaque: X>r; y X>Tr, pero co-
mo r; <r;, cumpliéndose x > r, automaticamente se cumple x > ry, por tanto f(x)
es positiva en el intervalo (r,,).

i)x—r <0y x-r,<0,loqueasuvezimplicaque: xX<r; y Xx<r, pero co-
mo r; <ry, cumpliéndose x < r; automaticamente se cumple X < rp, por tanto f(x)
también es positiva en el intervalo (—oo,1,).

f(x) sera negativa cuando el producto (x — r1)(x — r,) sea negativo, y eso ocurri-
ra cuando se cumpla alguna de estas dos posibilidades:

) Xx—r >0y x-r,<0,lo que a suvezimplicaque: Xx>r; y X<r, pero co-
mo r; <r,, lo que debe cumplirse es la desigualdad r; < x <r,. Por tanto f(x) es
negativa en el intervalo (r,r,).

ii)x—r <0y x—r,>0,loqueasuvezimplicaque: X<r; y X>r, pero co-
mo r; < r,, es imposible cumplir ambas condiciones. Por lo tanto esta posibilidad
no aporta soluciones a la desigualdad.

2. Si a<0, como la parabola abre hacia abajo y si r; <r;, f(x) sera positiva
en el intervalo (r,r,) y negativa en (—oo,1;) y en (r,,o).

3. Si r; =r,, la funcién sera tangente al eje X , la parabola tiene su vértice
sobre el eje X.

4. Si la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 no tiene soluciones reales, la funcién no
corta al eje X.

Ejemplo 17
Encontrar las coordenadas del punto maximo o
minimo de la funcién cuadratica dada en cada inciso,

asi como los valores de X donde esa funcion es positi-
va, negativa o cero.
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1. f(x) = x*— 2x — 8, completando el trinomio cuadrado perfecto:
y=x—2x-8=(*-2x)-8=(x*-2x+1)—-8-1;
y=(x-17%-9; x-1°=y+9

La parébola correspondiente a la gréfica de esta funcion abre hacia arriba,
porque a =1 >0, por lo tanto f(x) tendr& un minimo, que es el vértice de la para-

bola, con coordenadas V(1, -9).

Los ceros de la funcion son las raices de la ecuacion x*—2x —8 =0, verificar
qgue en efecto: X1 =4 y Xp =- 2.

La grafica corta al eje X en los puntos (-2,0) y (4, 0)

Para determinar el intervalo donde la funcion es positiva basta con resolver la
desigualdad x*—2x—8>0; (x—4)(x + 2) > 0. Esta desigualdad se cumple en dos

casos:
) Si x-4>0y x+2>0
X>4 y x> -2, condiciones que se cumplen ambas sélo si x> 4
i) Si x-4<0yx+2<0
X <4 y x<-2, condiciones que se cumplen ambas sélo si x<-2
Por lo tanto, f(x) es positiva en el intervalo (—«,—2) y en (4,)

Para determinar el intervalo donde la funcidn es negativa, hay que resolver la
desigualdad x*—2x—8 <0; (x—4)(x + 2) < 0. Esta desigualdad se cumple en dos

casos:
) Si x-4>0y x+2<0
X>4 y x<-2,imposible cumplir ambas condiciones.
i) Si x-4<0yx+2>0
X <4 y x> -2, condiciones que se cumplen ambas sélo si -2<x<4
Por lo tanto, f(x) es negativa en el intervalo (-2,4) .

Verificar estos resultados en la gréafica de f(x) = x> — 2x — 8 que se muestra a
continuacion.
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4
1 1
=X +x-"=—x—x)-=
/ =
lf 1,1
2 4 4

2
1 ; . . :
y = —(x —j La pardbola correspondiente abre hacia abajo porque
, - 1
a=-1<0, por lo tanto tiene un maximo con coordenadas V E,O :
Los ceros de la funcion son las raices de la ecuacion —x* + x—Z =0 , verifi-

car que en efecto: x; =x; = 5

El Unico punto donde la gréafica de la funcion corta al eje X es G 0).

La gréfica de f(x) es tangente al eje X y es negativa en el intervalo (—,0) y en

2
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. e 1
Verificar estos resultados en la grafica de f(x) = —x*+x— 4 gue se muestra

a continuacion.

3 f(x) =3x*—12x + 13
y = 3x°— 12x + 13 = 3(x* — 4x) + 13
=3(x*—4x +2%) + 1312
y=3(x-2)?%+1
Parabola que abre hacia arriba porque a = 3 > 0, por lo tanto tiene un minimo
con coordenadas V(2,1). f(x) es positiva en todo su dominio, porque 3(x — 2)* +1>0.
Los ceros de la funcién son las raices de la ecuacién 3x* — 12x + 13 = 0, verifi-
12+./-12
6

Verificar estos resultados en la gréafica de f(x) = 3x* — 12x + 13 que se muestra
a continuacion.

car que esta ecuacion no tiene raices reales: x =

14A
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Ejercicio 9
Encontrar las coordenadas del punto maximo o minimo
de la funcion cuadratica dada en cada inciso, asi como los
valores de X donde esa funcién es positiva, negativa o cero. Si

se trata de una funcién que no corta al eje X o es tangente a
él, indicalo también.

f(x) = 4x° + 8x — 1
f(x) = - x* + 6x — 6
f(x) = 2x° + 20x + 50
f(x) =-2x* — 4x - 3

f(x) =x"- 4
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